
第 0 讲  概统基本概念一览 
一  随机事件与概率 

1.随机试验 

· 对随机现象进行观察、记录或试验，称为随机试验 

2.样本空间 

· 称随机试验的所有可能结果构成的集合为样本空间，常用字母S 来表示 

3.样本点 

· 样本空间的每一个元素，即试验的每一个结果称为样本点 

4.随机事件 

· 样本空间的任一子集称为随机事件，用大写字母A 等表示；只含有一个样本点的事件称为基本事件 

5.发生/不发生 

· 一次试验完成时，若试验所出现的结果属于某一事件，就称该事件发生，否则称该事件不发生 

6.必然事件与不可能事件 

· 样本空间代表的事件必然发生，称为必然事件；空集称为不可能事件 

7.划分 

· 设S 为某一随机试验的样本空间， , , , nB B B1 2  为该试验的一组事件，且满足 

① i jB B ， i j  

② nB B B S   1 2   

则称 , , , nB B B1 2  为S 的一个划分，或称S 的一个完备事件组 

8.概率 

· 设某随机试验对应的样本空间为S ，对S 中的任一事件A ，定义一个实数 ( )P A ，若它满足： 

① 非负性： ( )P A 0  

② 规范性： ( )P S 1  

③ 可列可加性：对S 中的可列个两两互不相容的事件 , , , ,nA A A1 2  ，有 

( ) ( )j i
i i

P A P A
 

 


1 1


 

则称 ( )P A 为事件A发生的概率 

9.等可能概型（古典概型） 

· 如果一个随机试验满足下面两个条件： 

① 样本空间中样本点数有限（有限性） 



② 出现每一个样本点的概率相等（等可能性） 

就称这个试验为等可能概型，又称古典概型 

10.条件概率 

· 称在已知B 事件发生的条件下事件A 发生的概率为对应的条件概率 

11.独立 

· 设 ,A B 为两随机事件，当 ( ) ( ) ( )P A P B P AB 时，称 ,A B 相互独立 

二  随机变量 

1.随机变量 

· 设随机试验的样本空间为 S，若 X 为定义在样本空间上的单实值函数， e S ，则称 X 为随机变量 

2.离散型随机变量 

· 若随机变量 X 的所有可能取值为有限个或可列个，则随机变量 X 为离散型随机变量 

3.概率分布律 

· 设 X 为离散型随机变量，若其可能取值为 , , , ,kx x x1 2  则称 

( )k kP X x p   

为 X 的概率分布律或概率分布列，简称 X 的分布律 

4.概率分布函数 

· 设x 为任意实数，函数 ( ) ( )F x P X x  称为随机变量 X 的概率分布函数，简称分布函数 

5.连续型随机变量 

· 设随机变量 X 的分布函数为 ( )F x ，若存在一个非负实值函数 ( )f x ， x ，使得对任意实数

x ，有 

( ) ( )d
x

F x f t t


   

则称X 为连续型随机变量 

6.概率密度函数 

· 称上个定义中的 ( )f x 为 X 的概率密度函数，简称密度函数 

三  多维随机变量 

1.联合分布律 

· 称 ( , )i j ijP X x Y y p   为 ( , )X Y 的联合概率分布律，简称联合分布律 

2.边际分布律 

· 称多维随机变量中单个随机变量的分布律为 ( , )X Y 的边际分布律 



3.条件分布律 

· 已知 ( , )X Y 中一个随机变量取值确定的条件下，另一个随机变量的分布律称为 ( , )X Y 的条件分布律 

4.联合分布函数 

· 设二维随机变量 ( , )X Y ，对于任意的实数 ,x y ，称函数 

( , ) ( , )F x y P X x Y y    

为随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数 

5.边际分布函数 

· 二维随机变量中单个随机变量的分布函数为边际分布函数 

6.条件分布函数 

· 已知 ( , )X Y 中一个随机变量取值确定的条件下，另一个随机变量的分布函数为条件分布函数 

7.概率密度函数 

· 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数 ( , )F x y ，若存在二元非负函数 ( , )f x y ，使对任意的实数 ,x y 有 

( , ) ( , ) d d
x y

F x y f u v u v
 

    

  则称 ( , )X Y 为二维连续型随机变量，称 ( , )f x y 为 ( , )X Y 的联合概率密度函数 

8.边际密度函数 

· 二维随机变量中单个随机变量的密度函数为边际密度函数 

9.条件密度函数 

· 某个随机变量取值确定的条件下，另一个随机变量的密度函数为条件密度函数 

四  随机变量的数字特征 

1.数学期望 

· 设离散型随机变量 X 的概率分布律为 ( )i ip X p ， 1,2,i  ，若级数 

1
i i

i

x p



  

  绝对收敛，则称该级数为 X 的数学期望，记为 ( )E X  

· 设连续型随机变量 X 的概率密度函数为 ( )f x ，若 

( )d| |x f x x


  

  存在，则称 ( )dxf x x


 为 X 的数学期望，记为 ( )E X  

2.方差 

· 设随机变量 X 的数学期望 ( )E X 存在，若 [( ( )) ]2E X E X 存在，则称其为 X 的方差，记为Var( )X 或 ( )D X  



3.协方差 

· 对于数学期望都存在的随机变量X 和Y ，当 ( )X E X 和 ( )Y E Y 的数学期望都存在时，称 

Cov( , ) [( ( ))( ( ))]X Y E X E X Y E Y    

  为 X 与 Y 的协方差 

4.相关系数 

· 对于随机变量X 和Y ，当 ( )2E X 与 ( )2E Y 均在且Var( )Var( ) 0X Y  时，称 

Cov( , )
Var( ) Var( )XY

X Y
ρ

X Y
  

  为 X 与 Y 的相关系数 

5.不相关 

· 若 X 与 Y 的相关系数 0XYρ  ，则称 X 与 Y 不相关 

五  大数定律 

1.依概率收敛 

· 设 { }nY 为一随机变量序列， c 为一常数，若对任意的 0ε ，都有 

( )lim | | 0nn
P Y c ε


    或 ( )lim | | 1nn

P Y c ε


    

  则称 { }nY 依概率收敛于 c ，记为 P
nY c ，n   

六  数理统计基础 

1.总体 个体 

· 研究对象的全体称为总体 X，总体中的每个成员称为个体 

2.样本 

· 数理统计的任务是从总体中抽取一部分个体进行分析，称为样本 Xi 

3.样本容量 

· 称样本的数量为样本容量 

4.样本值 

· 称样本 Xi的观测值 xi 为样本值 

5.随机样本 

· 如果从总体中抽取样本是随机的，称为随机样本 

6.简单随机样本 

· 设总体X 是具有分布函数F 的随机变量， , , nX X1  是来自总体X 的随机样本。若满足 



  ①（独立性） , , nX X1  是相互独立的随机变量 

  ②（代表性）每个 iX 都与总体X 具有相同的分布函数 

  则称 , , nX X1  为取自总体X 的简单随机样本 

7.统计量 

· 设 , , nX X1  是来自总体X 的一个样本， ( , , )ng X X1  是样本 , , nX X1  的函数，若 g 不含未知参数，则
称 ( , , )ng X X1  是一个统计量 

七  参数估计 

1.点估计 

· 构造一个适当的统计量 θ̂用来估计分布中的未知参数 θ的值，称为点估计 

2.无偏估计 

· 设 Θθ 是总体X 的待估参数， , , nX X1  是来自总体X 的样本。若估计量 ( , , , )1 2
ˆ ˆ

nθ θ X X X  的数学期

望存在，且满足 ( )ˆE θ θ ， Θθ  ，则称 θ̂是 θ的无偏估计 

3.有效性 

· 设 ( , , , )1 1 1 2
ˆ ˆ

nθ θ X X X  与 ( , , , )2 2 1 2
ˆ ˆ

nθ θ X X X  都是参数 θ的无偏估计，若 Θθ  ，Var( ) Var( )ˆ ˆθ θ1 2 ，

且至少存在一个 θ使得不等号成立，则称 1̂θ 比 θ̂2有效 

4.均方误差 

· 设 ( , , , )1 2
ˆ ˆ

nθ θ X X X  是总体参数 θ的估计量，称 [( ) ]2ˆE θ θ 为估计量 θ̂的均方误差，称为Mse( )θ̂  

5.相合估计 

· 设 ( , , , )1 2
ˆ ˆ

n nθ θ X X X 
是总体参数 θ的估计量，若对任意 ε 0，有 

( )ˆlim | | 1nn
P θ θ ε


    

即 ˆ
nθ 依概率收敛于 θ，则称 ˆ

nθ 是 θ̂的相合估计，记为 ˆ P
nθ θ ，n   

6.双侧置信区间 

· 设总体为 X ， θ为待估参数， , , ,1 2 nX X X 是来自总体 X 的样本，统计量 ( , , , )1 2
ˆ ˆ

L L nθ θ X X X  和

( , , , )1 2
ˆ ˆ

U U nθ θ X X X  满足 ˆ ˆ
L Uθ θ ，且对给定的 (0,1)α  和任意的 θ，有 

L U( )ˆ ˆ 1P θ θ θ α     

  则称随机区间 ˆ ˆ
L Uθ θ 是参数 θ的置信水平为 1 α 的置信区间， ,ˆ ˆ

L Uθ θ 分别称为是 θ的置信水平 1 α 的
双侧置信下限和双侧置信上限 

7.单侧置信区间 

· 对给定的 (0,1)α  ，如果统计量满足 



L

U

( )

( )

ˆ 1
ˆ 1

P θ θ α

P θ θ α

  

  
 

  则称 ,ˆ ˆ
L Uθ θ 分别是 θ的置信水平 1 α 的单侧置信下限和单侧置信上限 

9.枢轴量 

· 设总体X 的密度函数 ( ; )f x θ ，其中 θ为待估参数，并设 , , ,1 2 nX X X 是来自总体X 的样本，如果样本

和参数 θ 的函数 ( , , , , )1 2 nG X X X θ 的分布完全已知，且形式上不依赖其它未知参数，称

( , , , , )1 2 nG X X X θ 为枢轴量 

八  假设检验 

1.统计假设 

· 对总体的分布或其中的参数提出的假设称为统计假设，简称为假设，一般用H 表示 

2.原假设 备择假设 

· 根据样本资料想得到推翻的假设称为原假设H0 ，与其完全相反的假设称为备择假设H1  

3.检验形式 

· 单侧检验： 0H ： 0θ θ   1H ： 0θ θ （左侧检验） 

0H ： 0θ θ   1H ： 0θ θ （右侧检验） 

· 双侧检验： 0H ： 0θ θ   1H ： 0θ θ  

4.检验统计量 

· 取值与原假设是否成立有密切关系的统计量称为检验统计量 

5.拒绝域 

· 如果检验统计量的值落入了拒绝域，则应拒绝原假设 

6.两类错误 

· 如果拒绝了一个真实的原假设，则称为第Ⅰ类错误 

· 如果接受了一个错误的原假设，则称为第Ⅱ类错误 

7.显著性水平 

· 假设检验的要求是犯Ⅰ类错误的概率不超过显著性水平 α时，尽可能减少犯第Ⅱ类错误的概率 

8. P值 

· 当原假设 0H 为真时，检验统计量取比观察到的结果更为极端的数值的概率称为 P-值 

 



第 1 讲  随机事件与概率 
知识梳理 

一  事件关系与运算 

1.事件的运算及规律 

  ① 四种事件运算类型 

 符号 定义 Venn 图 

和 A B   :A B x x A x B   或  

 

积 
A B  

AB  
 :AB x x A x B  且  

 

逆 A   :A x x A   

 

差 A B   :A B A B x x A x B     且  

 

  ② 事件运算的规律 

规律名称 内容 

交换律 A B B A    AB BA  

结合律 ( ) ( )A B C A B C      ( ) ( )AB C A BC  

分配律 ( )A B C AC BC    ( ) ( )( )AB C A C B C     

德 · 摩根律 
1 1

n n

j j
j j

A A
 


 

 
1 1

n n

j j
j j

A A
 


 

 

2.事件之间的关系 

 符号 定义 说明 

包含 B A  事件 B 发生一定导致事件 A 发生 
B 是 A 的子事件（子集） 

Venn 图中 B 在 A 当中 

相等 A B  B A 且A B  —— 

互斥 A B   —— Venn 图中二者没有重叠区域 

独立 —— ( ) ( ) ( )P AB P A P B  或  ( ) ( )|P A B P A  通过 定义 或 实际逻辑 判断 

 

 



二  概率的运算性质 

1.概率的基本运算性质 

① 和事件 

和事件的概率（双事件） 

 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB      

· 推论：若AB ，则 ( ) ( ) ( )P A B P A P B    

        若B A ，则 ( ) ( )P A P A 1  

和事件的概率（三事件） 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )- -P A B C P A P B P C P AB P BC P AC P ABC        

② 积事件 

积事件的概率 

 A 和B 相互独立   ( ) ( ) ( )P AB P A P B   

③ 差事件 

差事件的概率 

 ( ) ( ) ( )P A B P A P AB     

2.条件概率的基本运算性质 

条件概率 

 ( )( )
( )

| P AB
P A B

P B
   

① 乘法公式 

条件概率乘法公式 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| |P AB P A P B A P B P A B      

② 全概率公式 

全概率公式 

 ( ) ( ) ( )|
n

i i
i

P A P B P A B



1

  

   · , , nB B1  是S 的一个划分 

③ 贝叶斯公式 

贝叶斯公式 

 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

||
|

k k k
k n

j j
j

P B A P B P A B
P B A

P A
P B P A B



 


1

  

 



三  古典概型 

1.古典概型事件概率 

古典事件概率 

 ( ) A
P A

S


样本数

样本数
  

2.取样模型 

  · 盒子里有N 个球，要取出n 个球 

取法 总样本数 说明 

有放回地依次取出 n 次 nN  相当于每次从N 个球里选一个 

无放回地依次取出 n 个 A ( )!/ !n
N N N n   相当于从N 个球中选n 个并排列 

一次性取出 n 个 C /[( )( )!]! !n
N N n N n   —— 

· 事件样本数要根据事件化为先后步骤求排列组合 

如无放回依次取出时，里面有m 个红球，要求第 3 次取出红球 

① 第一步：从m 个红球里选一个作为第 3 个球：C1
m  

② 第二步：从剩下 1N 个球里选择 1n 个：A 1
1

n
N

  

  则样本数为C A1 1
1

n
m N


  

3.抽签问题的结论 

  · 在无放回模型中，第 k 次取到特定球的概率与 k 无关，这使得我们可直接通过计算第 1 次的概率求解 

  



题型解析 

一  计算古典概型事件的概率 

1.题型简述与解法 

· 题干描述实际生活场景，且没有提供任何已知的概率 

  · 主要流程：求出所求事件的样本数和总样本数，相除后计算 

  · 计算样本数时需要灵活运用排列组合知识，将题目中的背景转换为熟悉的模型进行计算 

  · 如果发现计数需要复杂的分类讨论，不妨反过来求逆事件的样本数，可能有奇效 

2.历年考试典型例题 

例 1  （19-20 春夏）一盒中有 5 个球，其中 3 个红球，2 个白球，采用不放回抽样取 3 个球，则至少取

到 2 个红球的概率为              ，第 2 次取到红球的概率为               . 

解    ① 由于“至少取到 2 个红球”没有对抽取顺序提出要求，因此可以视为一次性取出 

         套用到抽球模型， 5N  ， 3n  ，总样本数C3
5 20  

  “至少取到 2 个红球”包括“2 个红球 1 个白球”和“3 个红球”两种情况 

  “2 个红球 1 个白球”相当于“3 个红球中选 2 个 且 2 个白球中选 1 个”，样本数C C 2 1
3 2 6 

  “3 个红球”相当于“3 个红球中选 3 个”再全排列，样本数C 3
3 1  

         → 该事件样本数 6 1 7  ，概率 7 / 10   0.7  

② 由于“第 2 次取到红球”对顺序提出要求，因此视为不放回依次取出，总样本数A3
5 60  

           “第 2次取到红球”相当于“3个红球选 1个 且 4个球中选 2个全排列”，样本数C A1 2
3 4 36  

            → 该事件概率为 / .36 60 0 6  

         实际上就是抽签问题，直接使用结论： / 3 5  0.6  

例 2  （18-19秋冬）某小区有 a 个人申请小区停车位（ 3a  ），而小区的停车位只有 b 个（ 0 2b a   ）。

管理者决定采用随机抽签方法确定停车位使用权。则排在第 3 位的抽签者抽中停车位的概率

为            ；前三个人中恰好有一人抽中停车位的概率为               . 

解    ① 利用结论，第 3 位抽签抽中概率与第 1 位一致，即  /b a   

      ② 由于“前三个人中恰好有一人抽中停车位”没有提出顺序要求，因此视为一次性抽取 

总样本数C3
a ，“前三个人中恰好有一人抽中停车位”相当于“从 b 张中签中选择 1 张”且

“ a b 张未中签中选择 2 张”，所以样本数Cb
1 Ca b

2 ，因此概率  (C C ) C/b a b a
1 2 3   

  



二  计算抽象事件的概率 

1.题型简述与解法 

· 题干直接使用A B 等来表示事件，并提供已知概率） 

· 盯住目标，利用概率公式将所求事件的概率转化为已知概率的表达式 

· 需要熟练地由事件关系得到概率间的关系，初学者可借助韦恩图做题训练 

· 遇到条件概率，可通过定义式转化为一般的概率，或直接利用条件概率性质 

2.历年考试典型例题 

例 1  （19-20 秋冬）设 ,A B 为两个随机事件，已知 ( ) 0.45P A  ， ( ) ( )| | 0.6P A B P A B  ，则 A与B

是否独立？答：                  ； ( )P B                     . 

解    ① 目标是判断A和B 是否独立，等价于判断 ( ) ( ) ( )P AB P A P B 或 ( ) ( )|P A B P A 是否成立 

         而题干中直接就有 ( ) 0.45P A  ， ( )| 0.6P A B  ，因此 ( ) ( )|P A B P A ，即  不独立  

      ② 方法一：将条件概率化为定义式 

( )( )
( )

| 0.6P AB
P A B

P B
   → ( ) ( )0.6P AB P B   （1） 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1| 0.6
1 1 1

P AB P A B P A B P A P B P AB
P A B

P B P B P B P B

     
    

  
  （2） 

           · （1） 及 ( ) 0.45P A   代入 （2），得 

( )
( )

0.55 0.4 0.6
1

P B

P B





，解得 ( )P B   0.25  

           方法二：根据条件概率的性质 

( ) ( )| 1 | 0.6P A B P A B    → ( )| 0.4P A B   

         · 已知 ( )|P A B 和 ( )|P A B ，我们就能用全概率公式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )| |P A P A B P B P A B P B   

           代入数据：          ( ) ( ( )). . .P B P B  0 45 0 6 0 4 1  

           解得 ( )P B   0.25  

例 2  （18-19 春夏）设 , ,A B C 为三个随机事件，已知A发生时 B 必定发生， ( ) 0.3P A  ，

( ) 0.4P B  ， ( )| 0.4P A C  ， ( )| 0.5P B C  ， ( ) 0.6P C  ，则 ( )|P C A             ；

( )P A B C                . 

解    ① 从条件概率的定义出发 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

| 0.4 0.6|
0.3

P AC P A C P C
P C A

P A P A


      0.8  

②“已知A发生时 B 必定发生” → A B  → A B B  ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )|P A B C P B C P B P C P BC P B P C P B C P C            0.7  



例 3  （15-16 春夏）设 , ,A B C是三个事件， ( )P A a ， ( )P B b ， ( )P C c .（1）若 , ,A B C相互独立，

则 ( )|P B C AB        ；（2）若A B ，且B 与C 不相容，则 ( )|P B C AB        . 

解    两问求的是同一个概率，形式复杂，首先简化它： 

(( ) ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

| P B C AB P ABB ABC P ABC
P B C AB

P AB P AB P AB

 
     

      （1） , ,A B C相互独立 → AB 与C 独立 

( )( ) ( ) ( )
( )

| P ABC
P B C AB P C P C c

P AB
      1 1  

      （2）A B  → AB A ，则 

( ) ( )( )
( ) ( )

| P ABC P AC
P B C AB

P AB P A
    

           B 与C 不相容 且 A B  → A 与C 也不相容 → A C  → AC A ，因此 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

| P ABC P AC P A
P B C AB

P AB P A P A
    1  

例 4 （14-15 秋冬）设随机事件A 与B 独立， ( ) .P A  0 4， ( ) .P A B  0 64，则 ( )P B          ，

( )|P A A B            . 

解    ① ( ) .P A B  0 64  → 和事件公式： ( ) ( ) ( ) ( ) .P A B P A P B P AB     0 64  

         A 与B 独立 → ( ) ( ) ( )P AB P A P B  → ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .P A B P A P B P A P B     0 64  

         代入 ( ) .P A  0 4，解得 ( ) .P B  0 4 

      ② ( ( )) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

. .| .
.

P A A B P AB P A P B
P A A B

P A B P A B P A B

 
     

  
0 6 0 4 0 375
0 64

 

三  全概率与贝叶斯 

1.题型简述与解法 

· 题干描述的是实际生活场景，并且提供已知的概率，求全概率、贝叶斯事件 

· 关键在于正确用字母描述事件，并将已知的条件转化为数学语言，主要靠日常逻辑 

· 列全概率时，要确保划分与条件概率一一对应，不要有漏掉的划分事件 

2.历年考试典型例题 

例 1  （19-20 春夏）设某地区居民患有某种疾病的概率为 0.001，用于疾病检测的方法存在误判，设患

病者检测结果呈阳性的概率为 0.95，未患病者检测为阳性的概率为 0.002.若在该地区随机选一人

进行检测，结果呈阳性，求 TA 的确患病的概率；若对 TA 独立进行两次检测，且假设两次检测



都处于相同的状态，如果结果都是阳性，求 TA 患病的概率。（保留 3 位小数） 

解    （1）设事件A 为“检测阳性”，事件B 为“患病”，则事件B 为“不患病” 

            “患有某种疾病的概率为 0.001” → ( ) .P B  0 001， ( ) ( ) .P B P B  1 0 999 

            “患病者检测结果呈阳性的概率为 0.95” →  ( )| .P A B  0 95 

            “未患病者检测为阳性的概率为 0.002”→ ( )| .P A B  0 02 

            “结果呈阳性，求 TA 的确患病的概率” →  ( )|P B A  

            ∴ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| | . . . .P A P A B P B P A B P B      0 95 0 001 0 002 0 999  

      ∴ 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
| . .|

| | . . . .
P A B P B

P B A
P A B P B P A B P B


  

   
0 95 0 001

0 95 0 001 0 002 0 999
 0.322  

（2）设事件 iA 为“第 i 次进行检测为阳性”，则A1、A2相互独立 

     “两次检测都是阳性” → ( ) ( ) ( ) ( )P A A P A P A P A  2
1 2 1 2 （第 1 问可求出） 

“患病者且 2 次检测都是阳性” →  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| | |P A A B P A A B P B P A B P A B P B 1 2 1 2 1 2  

     “2 次检测都是阳性，求 TA 患病的概率” →  ( )|P B A A1 2  

∴ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

| | || P A A B P B P A B P A B P B
P B A A

P A A P A
  1 2 1 2

1 2 2
1 2

 0.996  

例 8  （17-18 春夏）小王喜欢玩某款一对一对战游戏，该游戏会根据玩家自身的等级分随机匹配等级分

相近的玩家。假设在一局中小王遇到等级分高于，等于，低于自己的玩家的概率分别为 0.4，0.2，

0.4，遇到等级分高的玩家，小王胜，平，负的概率分别 0.3，0.3，0.4，遇到等级分相同的玩家，

小王胜，平，负的概率分别 0.4，0.4，0.2，遇到等级分高的玩家，小王胜，平，负的概率分别 0.5，

0.3，0.2. 

（1）求在一局中小王胜的概率； 

（2）若已知小王胜了一局，求此局对手是等级分高的玩家的概率； 

解    （1）设遇到等级分高中低的玩家分别为A A A1 2 3，胜平负分别是B B B1 2 3 ，则小王胜的概率 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| | |P B P A P B A P A P B A P A P B A  1 1 1 1 2 1 2 3 1 3  

                 . . . . . .     0 4 0 3 0 2 0 4 0 4 0 5 . 0 4  

（2）“已知小王胜了一局，此局对手是等级分高的玩家” →  ( )|P A B1 1  

∴ ( ) ( )( )
( )

| . .| .
.

P A P B A
P A B

P B


  1 1 1

1 1
1

0 4 0 3 0 3
0 4

 



第 2 讲  一维随机变量的概率分布 
知识梳理 

一  一维随机变量的概率分布 

1.离散型：概率分布律 
  

X 的概率分布律 
性质： kp 0  且 k

k

p





1

1  
 ( )k kP X x p    

2.连续型：概率密度函数 

概率密度函数 

性质： ( )f x 0  且  ( )df x x



 1    ( ) ( )d

x

F x f t t


    

· 可计算：X 落在特定区间的概率 

X 落在区间 ( , )a b 的概率 

 ( ) ( )d
x

x
P x x x f t t   

2

1
1 2   

3.概率分布函数 
  

概率分布函数 
性质： ( )F x 0 1 且 ( )F   0， (+ )F  1   ( ) ( )F x P X x    

  · 对于离散型， ( ) ( )
i

i
x x

F x P x x


  ，且 ( )F x 仅在 ix x 处不连续 

  · 对于连续型， ( ) ( )d
x

F x f t t


  ， ( )F x 处处连续，且在 ( )f x 的连续点x 处， ( ) ( )F x f x    

二  一维随机变量的数字特征 

1.数学期望 ( )E X  

离散型数学期望  连续型数学期望 

 ( ( )) ( )
1

i i
i

E g X g x p




    ( ( )) ( ) ( )dE g X g x f x x



    

  · ( )g X 为随机变量X 的函数，包括X 本身 

2.方差 

方差 

 Var( ) ( ) [ ( )]2 2X E X E X    

 



题型解析 

四  一维离散型随机变量分布求解 

1.题型简述与解法 

① 求一维离散型随机变量的分布律 

· 题干描述实际生活场景，往往结合全概率、贝叶斯的知识 

· 主要流程：列出X 的所有可能取值 → 计算每个取值的概率 → 列表 

X  x1  x2  …… nx  
( )iP X x  p1  p2  …… np  

· 也有考过根据分布函数求分布律，此时注意分布函数中的“阶跃点” ix ，其阶跃值就是对应概率 

  ② 根据分布律求事件概率 

     · 枚举出所有满足条件的 ix ，将它们的概率相加（如果枚举项太多，不妨反求逆事件的概率） 

  ③ 求期望、方差 

     · 代入公式计算即可，求 ( )g X 的期望时最好在草稿纸上把 ( )g X 以及对应概率列出来，方便计算 

2.历年考试典型例题 

例 1  （15-16 秋冬）一学徒工在一台机床上加工 2 个零件，第 1 个零件合格的概率为 0.6；在第 1 个是

合格品的条件下，第 2 个合格的概率为 0.8；在第 1 个不合格的条件下，第 2 个合格的概率是 0.5. 

X 表示合格零件数，求 X 的分布律. 

解    因为一共加工 2 个零件，所以X 的取值为 0，1，2 

      X  0  → 第 1 个零件不合格，第 2 个零件不合格，由条件概率： 

( ) ( , ) ( ) ( )|P X P P P  0 第1次不合格 第2次不合格 第1次不合格 第2次不合格 第1次不合格  

( )( ). . .   1 0 6 1 0 5 0 2 

      X  2 → 第 1 个零件合格，第 2 个零件合格，由条件概率： 

( ) ( , ) ( ) ( )|P X P P P  2 第1次合格 第2次合格 第1次合格 第2次合格 第1次合格  

        . . .  0 6 0 8 0 48  

        可直接得到 ( ) . . .P X     1 1 0 2 0 48 0 32，因此X 的分布律如下： 

i  0 1 2 
( )P X i  0.2 0.32 0.48 

例 2  （20-21 秋冬）设随机变量 X 的分布函数

,
,

( )
,

,

-
. -
.

x

x
F x

x

x

      

0 1
0 4 1 0
0 6 0 1
1 1

 则 ( )P X  0         . 

解    x  0处为阶跃点， ( )F x 由 0.4 阶跃至 0.6，因此 ( ) . .P X    0 0 6 0 4  0.2  



五  一维连续型随机变量分布求解 

1.题型简述与解法 

① 已知密度函数或分布函数，求其中的未知常数 

· 密度函数：根据积分等于 1 解出 

· 分布函数：根据 ( )F x 连续，在特定点（如分段函数点）求左右极限，解出 

  ② 求事件概率和分布函数 

     · 求事件概率将事件转换成X 的取值范围，在对应的x 区间上对密度函数积分或分布函数相减 

     · 求分布函数要分类讨论，确保x 覆盖整个实数域，常用密度函数的分段点作为分类讨论的标准 

  ③ 求期望、方差 

     · 代入公式积分即可，常考幂函数的积分 

2.历年考试典型例题 

例 1  （15-16 春夏 节选）设连续型随机变量 X 的分布函数为 

,
( ) ( ) ,

,
[ ]

x

F x c x x

x

      

2

0 0
1 1 0 2
1 2

. 

（1）求 c 的值；（2）求 ( )P X1 的值. 

解   （1）由于分布函数连续，因此在x  2处， ( ) (2)lim
x

F x F



2

，即 c 8 1，解得  /c 1 8   

     （2） ( ) ( ) ( ) [ ]P X P X F         211 1 1 1 1 1 2 1
8

  /5 8   

例 2  （16-17 秋冬 节选）设X 的密度函数
,

( ) ,2
,

/
/

x x

f x x

    

4 0 2
1 4 4
0 其他

，求X 的分布函数 ( )F x ； 

解    ( )f x 为分段函数，因此 ( )F x 要分类讨论（根据 ( )f x 的分段点，分类讨论的界限分别为 0、2、4） 

       · 当x 0时， ( )F x  0；当x 4时， ( )F x 1； 

· 当 x 0 2时， ( ) d
x t x

F x t 
2

0 4 8
 

· 当 x 2 4时， ( ) d d
xt x x

F x t t


     
2

0 2

1 4 2
4 4 8 4 4

（千万不要忘了前面的积分！） 

· 综上所述： 

,
/8,( )
,

,
/

x

x x
F x

x x

x

      

2

0 0
0 2

4 2 4
1 4

 



例 3  （16-17 春夏 节选）设X 的密度函数
,

( )
,

cx x
f x

  

0 2
0 其他

，求： 

（1） c 的值， ( )E X ， ( )D X ； 

解    （1） ( )d df x x cx x c



   

2

0
2 1 →  /c 1 2   

        （2） ( ) ( )d dE X xf x x x x



   

2
2

0

1
2

 /4 3   

        （3） ( ) ( )d dE X x f x x x x



   

2
2 2 3

0

1 2
2

 

             ( ) ( ) [ ( )]D X E X E X  2 2  /2 9   

 



第 3 讲  二维随机变量的概率分布 
知识梳理 

一  二维离散型随机变量的分布律 
1.联合分布律 ijp  

X，Y 的联合分布律 
性质： ijp 0  且 ij

i j

p
 

 


1 1

1   ( , )i j ijP X x Y y p     

2.边际分布律 ip  jp  

X 的边际分布律  Y 的边际分布律 

 ( )i ij i
j

P X x p p




  
1

   ( )j ij j
i

P Y y p p




  
1

  

3.条件分布律 /ij ip p  /ij jp p  

X 的条件分布律  Y 的条件分布律 

  ( | ) ij
i j

j

p
P X x Y y

p
      ( | ) ij

j i
i

p
P Y y X x

p
     

二  二维随机变量的分布函数 
1.联合分布函数 ( , )F x y  

联合分布函数 

  ( , ) ( , )F x y P X x Y y     

2.边际分布函数 ( )XF x  ( )YF y  

X 的边际分布函数  Y 的边际分布函数 

 ( ) ( , )XF x F x     ( ) ( , )YF y F y    

3.条件分布函数 ( )| | jX YF x y  ( )| | iY XF y x  

X 的条件分布函数  Y 的条件分布函数 

 ( ) ( )| | |i iY XF y x P Y y X x      ( ) ( )| | |j jX YF x y P X x Y y     

三  二维连续型随机变量的密度函数 

1.联合密度函数 ( , )f x y  

联合密度函数 
性质： ( , )f x y 0   且

, ( , )

( , )d d
x y

f x y x y
  

 1  
 ( , ) ( , )d dF x y f x y x y

 

 
     

  · 通过在区域D 内积分来获得 ( , )X Y 落在某区域D 内的概率 
 



二维连续型概率求解 

 (( , ) ) ( , )d d
D

P X Y D f x y x y     

2.边际密度函数 ( )Xf x  ( )Yf y  

X 的边际密度函数  Y 的边际密度函数 

 ( ) ( , )dXf x f x y y



     ( ) ( , )dYf y f x y x




    

3.条件密度函数 ( )| |X Yf x y  ( )| |Y Xf y x  

X 的条件密度函数  Y 的条件密度函数 

 ( , )( )
( )| |Y X

X

f x y
f y x

f x
    ( , )( )

( )| |X Y
Y

f x y
f x y

f y
   

四  二维随机变量的特征 
1.独立性 

二维随机变量独立性判断 

 二维随机变量 ,X Y相互独立   ( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y  ij i jp p p  或 ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y    

2.数学期望 

离散型数学期望  连续型数学期望 

 ( ( , )) ( , )
1

i j ij
i

E h X Y h x y p




    ( ( , )) ( , ) ( , )d dE h X Y h x y f x y x y
 

 
     

3.协方差 

协方差 

 Cov( , ) ( ) ( ) ( )X Y E XY E X E Y    

4.相关系数 

相关系数 

 Cov( , )
Var( ) Var( )XY

X Y
ρ

X Y
   

5.独立与不相关之间的关系 

  · 独立和不相关看似是等价概念，但实际上这个相关指的是线性相关 

定理 独立   不相关  不相关   独立 

 

  



题型解析 

六  求解二元离散型非常见随机变量分布 

1.题型简述与解法 

① 根据实际背景求联合分布律  例 1 (1) 

· 一般使用二维表格来表示联合分布律，并额外加一行一列记录边际分布律 

/i j  Y 的取值 ip  

X 
的 
取 
值 

p11  p12  …… np1  

X 
边际分布律 

p21  p22  …… np2  

…… …… …… …… 

mp 1  mp 2  …… mnp  

jp  Y 的边际分布律 …… 

   · 如果是根据实际背景，先列出X 和Y 的所有可能取值 , , mx x1  ， , , ny y1  ，一一组合，列出表格 

     然后依次求出 ( , )i jP X x Y y  ，填入表格，得到分布律 

   · 不要漏掉可能的取值情况，计算量大，不要出错，算完后可以看看加起来是否等于 1 

② 根据联合分布律求事件概率、期望、协方差、相关系数  例 1 (2) 

· 求事件概率时，找出所有满足该事件的取值 ( , )X Y ，然后把对应的概率相加 

· 求 ( , )g X Y 的数学期望时，先在联合分布律表格中计算并标记各个 ( , )X Y 对应的 ( , )g X Y 值 

     然后再列式 ( ( , ))E g X Y 计算，如果 ( , )g X Y 为 0，可以直接跳过这一项，减少运算时间 

③ 根据已知条件求联合分布律  例 2 

   · 自带的已知条件：同行同列相加为边际分布律、边际分布律之和为 1 

· 题目可能提供的条件：期望、协方差、相互独立等 

   · 解法：用未知数表示联合分布律，利用知识点中的公式表示出已知信息，联立求解 

· X 与Y 相互独立   所有的 ( , ) ( ) ( )i j i jP X x Y y P X x P Y y      

2.历年考试典型例题 

例 1  （14-15 秋冬 节选）盒中有 3 个红球，5 个白球，从中随机取一球，观察其颜色后放回，并从别

处拿两个与取出的球同色的球放入盒中，搅匀后再从中取一球，
,1

0i

i
X

i



第 次取到红球

，第 次取到白球
， 1,2i  。

求：（1） ( , )1 2X X 的联合分布律及 2X 的边际分布律；（2）求 1X 与 2X 的相关系数
1 2X Xρ . 

解   （1）两个随机变量为X1和X2 ，根据题干描述的背景，可以得到 

( )P X  1
31
8
， ( )P X  1

50
8
 

          如果第一次摸到的是红球，则第二次共有 5 红球 5 白球，此时摸到红球的概率为 1/2，即 



( )|P X X  2 1
11 1
2
， ( )|P X X  2 1

10 1
2
 

          如果第一次摸到的是白球，则第二次共有 3 红球 7 白球，此时摸到红球的概率为 3/10，即 

( )|P X X  2 1
31 0
10

， ( )|P X X  2 1
70 0
10

 

          因此，通过条件概率求出联合分布律（如 ( , ) ( ) ( )|P X X P X P X X     1 2 1 2 11 1 1 1 1 ） 

          将每一列的概率相加就得到X2 的边际分布律： 

1 2\X X  0 1 ( )P X i1  

0 7/16 3/16 5/8 
1 3/16 3/16 3/8 

( )P X j2  5/8 3/8  

（2）根据求得的分布律为： 

1 2\X X  0 1 ( )P X i1  

0 7/16 0 3/16 0 5/8 0 
1 3/16 0 3/16 1 3/8 1 

( )P X j2  5/8 0 3/8 1  

          → ( )E X X   1 2
3 31
16 16

（见标红） ( ) ( )E X E X   1 2
3 31
8 8

 

          → ( ) ( )E X E X   2 2
1 2

3 31
8 8

（见标蓝） → ( ) ( )D X D X
      

2

1 2
3 3 15
8 8 64

 

          → Cov( , )X X
     

2

1 2
3 3 3
16 8 64

 →  Cov( , )
( ) ( )1 2

1 2

1 2

3 / 64
15 / 64X X

X X
ρ

D X D X
    1 / 5  

例 2  （17-18 春夏）设 ( , )X Y 的联合分布律如下表所示.已知 ( ) 0.6E X  ， ( ) 0E Y  . 

\X Y  -1 0 1 
0 0.1 2a  3a  
1 4a  5a  6a  

（1）若 6 0.1a  ，且X 与Y 不相关，求 ( , )X Y 的联合分布律； 

（2）若X 与Y 相互独立，求 ( , )X Y 的联合分布律. 

解   （1）由X 与Y 不相关 → ( ) ( ) ( )E XY E X E Y  0  

          ( )E XY a a a a      4 6 6 41 1 0（见下表标红） →  .a a 4 6 0 1 

\X Y  -1 0 1 
0 0.1 0 2a  0 3a  0 
1 4a  -1 5a   0 6a  1 

          ∴ ( ) 4 5 6 0.6E X a a a      →  .a 5 0 4  

             ( ) ( ).E Y a a a    4 3 60 1 0   →  .a 3 0 1  

             .a a  2 6 0 9   →  .a 2 0 1，联合分布律如下： 



\X Y  -1 0 1 
0 0.1 0.1 0.1 
1 0.1 0.4 0.1 

     （2）由 ( ) ( ) .E X P X   1 1 0 6，得 ( ) .P X  1 0 6， ( ) .P X  0 0 4： 

\X Y  -1 0 1  
0 0.1 2a  3a  0.4 
1 4a  5a  6a  0.6 
     

          由于相互独立，此时 ( , ) ( ) ( ) ( ). .P X Y P X P Y P Y       0 1 0 1 0 4 1 0 1 

          ∴ ( ) .P Y  1 0 25 

          ∵ ( ) ( ) ( )E Y P Y P Y    1 1 0  → ( ) .P Y  1 0 25， ( ) .P Y  0 0 5  

          由此边际分布律全部求得，可求出联合分布律如下表所示 

\X Y  -1 0 1  
0 0.1 0.2 0.1 0.4 
1 0.15 0.3 0.15 0.6 
 0.25 0.5 0.25  

七  求解二元连续型非常见随机变量分布 

1.题型简述与解法 

· 从二元随机变量 ( , )X Y 的联合密度函数出发，计算、判断多种特征 

· 此类题型首先应画出概率密度函数的非零区域，如下面这个函数的非零区域就是一个等腰直角三角形 

, , ,
( , )

,
6 0 0 1
0
x x y x y

f x y
     其他

   →    

有了这张图，我们在后续积分时思路会更加清晰，不易出错 

  · 计算的总体思路如下图所示： 

 



① 求事件概率  例 1 (1) 

     · 确认该事件对应的区域，与我们画好的非零区域取交集，得到要积分的区域，在该区域内积分即可 

  ② 求分布函数的值  例 2 (1) 

     · 将分布函数转化为对应的事件，按①处理 

③ 求边际密度函数  例 1 (2)  例 2 (2) 

   · 代入边际密度函数的定义式进行积分 

     若 ( , )f x y 只在有限区域D 内不为 0，则只在不为 0 的x 或 y 上积分即可 

 
                   求 ( )Yf y ：对x 从左往右积分   求 ( )Xf x ：对 y 从下往上积分 

   · 最终的结果要求 ,x y ( ,+ )   ，因此要写成分段函数的形式（加上 0，其他） 

④ 求条件密度函数  例 1 (3)  例 2 (3) 

   · 求出边际密度后，代入条件密度函数的定义式即可 

     · 此时也要注意x 或 y ( ,+ )   ，写成分段函数的形式 

  ⑤ 求条件概率  例 1 (3)  例 2 (3) 

     · 将条件（“|”之后的那个）代入条件密度函数，在指定范围内对“|”前的变量作积分即可 

  ⑥ 独立性判断 

     · 检查是否 ( ) ( ) ( , )X Yf x f y f x y 或 ( ) ( ) ( , )X YF x F y F x y  

  ⑦ 求协方差  例 1 (4) 

     · 由 ( , )f x y 计算 ( )E XY ，由 ( ), ( )X Yf x f y 计算 ( ), ( )E X E Y ，然后代入公式计算 

  ⑧ 相关性判断  例 1 (4) 

     · 若协方差大于 0 则正相关，小于 0 则负相关，等于 0 则不相关 

2.历年考试典型例题 

例 1  （19-20 春夏）设 ( , )X Y 的联合密度函数 

,
( , )

,

y
y x

f x y

   

3 0 2 2
2
0 其他

 

（1）求 ( ( , ) )maxP X Y 1 ； 

（2）分别求 ,X Y 的边际密度函数 ( )Xf x , ( )Yf y ； 

（3） ( 0.5 0.5)|P Y X  ； 

（4）判断X 与Y 是正相关，负相关，还是不相关？说明理由. 



解   本题的非零区域如下图所示 

  

     （1） ( ( , ) ) ( , )maxP X Y P X Y   1 1 1 ，该区域与非零区域的交集为 

 

          对该区域进行积分： ( ( , ) ) d d
/

max
y

y
P X Y y x   

1 1

0 2

3 11
2 4

 

     （2）① 求 ( )Xf x ：仅 x 0 1时， ( , )f x y 非 0，此时 ( ) d
x

X

y
f x y x 

2
2

0

3 3
2

 

             因此 
,

( )
,X

x x
f x

  

23 0 1
0 其他

 

          ② 求 ( )Yf y ：仅 y 0 2时， ( , )f x y 非 0，此时 ( ) d (1 )
/Y

y

y y y
f y x  

1

2

3 3
2 2 2

 

             因此 
(1 ),

( )
,

Y

y y
y

f y

   

3 0 2
2 2
0 其他

 

     （3）条件概率密度
,( , )( )

( ) ,
| |Y X

X

y
y xf x y

f y x x
f x

    

2 0 2 2
2
0 其他

 

          ∴ ( ) ( )d d|/ /
| |Y XP Y X f y y y y


     

1

1 2 1 2

1 1 1 32
2 2 2 4

 

     （4） ( ) ( , )d d d d
x

D

y
E XY xyf x y x y x xy y    

1 2

0 0

3 4
2 5

 

          ( ) ( )d dXE X xf x x x x



   

1
3

0

33
4
 

          ( ) ( )d (1 )dY

y y
E Y yf y y y




    

22

0

3 1
2 2

 

          ∴ Cov( , ) ( ) ( ) ( )X Y E XY E X E Y      
4 3 11 0
5 4 20

 

          ∴ X 与Y 正相关 



例 2  （17-18 春夏 节选）设 ( , )X Y 的联合密度函数
, ,

( , )
,
x y x x

f x y
    

24 0 0 1
0 其他

： 

（1）求 ( , )X Y 的联合分布函数值 (0.5,0.5)F ； 

（2）分别求X 与Y 的边际概率密度函数 ( )Xf x 和 ( )Yf y ，并判断X 与Y 是否相互独立； 

解   本题的非零区域如下图所示： 

 

（1） (0.5,0.5) ( 0.5, 0.5)F P X Y    

              
0.5
d d

0 0
4

x

x x y


    1 / 16  

       （2）仅 y 0 1时， ( , )f x y 非 0，此时 ( ) dY
y

f y x x y  
1
4 2 2  

              因此 
,

( )
,Y

y y
f y

   

2 2 0 1
0 其他

 

            仅 x 0 1时， ( , )f x y 非 0，此时 ( ) d
x

Xf x x y x 
2

3

0
4 4  

              因此 
,

( )
,X

x x
f x

  

34 0 1
0 其他

 

              · 显然 ( ) ( ) ( , )X Yf x f y f x y ，因此X 与Y 不独立 



第 4 讲  常见随机变量的概率分布 
知识梳理 

一  随机变量数字特征的性质 

1.数学期望的性质 

数学期望的线性组合（Xi 无需相互独立）  数学期望的乘积（Xi 必须相互独立） 

 ( ) ( )0 0
1 1

n n

i i i i
i i

E c c X c c E X
 

       ( ) ( )
1 1

n n

i i
i i

E X E X
 

    

2.方差的性质 
方差的线性组合（Xi 无需相互独立） 

 Var( ) Var( ) Cov( , )2
0

1 1 1

2
n n

i i i i i j
i i i j n

c X c c X X X
    

       

· 当 iX 两两独立时，协方差一项为 0 

3.协方差的性质 

协方差的性质 1  协方差的性质 2  协方差的性质 3 

 Cov( , ) Cov( , )X Y Y X    Cov( , ) Var( )X X X    Cov( , ) Cov( , )aX bY ab X Y   
 

协方差的性质 1  协方差的性质 2 

 Cov( , ) Cov( , ) Cov( , )1 2 1 2X X Y X Y X Y      若X 和Y 相互独立，则Cov( , ) 0X Y    

二  常见随机变量分布一览 

1.常见一元离散分布 

分布名称 符号 分布律 期望 方差 说明 

0-1 分布 ( )~X p0 1  ( )P X p  0 1  ( )P X p 1  p  ( )p p1   

二项分布 ( , )~X B n p  ( ) ( )k k n k
nP X k C p p   1   np  ( )np p1  不直说 

泊松分布 ( )~X π λ  ( ) e
!

k
λλ

P X k
k

   λ  λ  记前几个 

2.常见一元连续分布 

分布名称 符号 密度函数 期望 方差  

均匀分布 ( , )~X U a b  
( ), ( , )

( )
,
/ b a x a b

f x
  

1
0 其它

 a b
2

 ( )b a 2

12
 —— 

正态分布 ( , )~X N μ σ2  
( )

( ) e ,
x μ

σf x x
πσ




  
2

221
2

 μ  σ2  化成标准 

指数分布 ( )~X E λ  
e ,( )
,

λxλ x
f x

x

  

0
0 0

 
λ

1
 

λ2
1

 
无记忆性 

记住分布函数 



3.常见二元连续分布 

分布名称 符号 或 密度函数 备注 

二元均匀分布 
, ( , )

( , )
,

c x y D
f x y

 0 其它
  c 为区域 D 面积的倒数 

二元正态分布 ( , ) ( , , , , )~X Y N μ μ σ σ ρ2 2
1 2 1 2  ρ就是 X 和 Y 的相关系数 

三  正态分布的重要性质 

1.一元正态分布的性质 

① 标准正态分布 (0,1)~Z N 的分布函数 ( )Φ x  

标准正态分布函数  标准正态分布函数的性质  标准正态分布函数的性质 

 ( ) ( )Φ x P Z x     (- ) ( )Φ 1 Φx x     ( ) ( ) ( )Φ ΦP a Z b b a      

   · ( )Φ x 的值通过手册查阅，考试会提供需要用到的 ( )Φ x 值 

② 正态分布的线性函数依然是正态分布 → 可经线性函数转化为标准正态分布 

正态分布 → 标准正态分布的转化 

 ( , )2~X N μ σ  →  (0,1)~X μ
Z N

σ


   

   · 因此求解正态分布问题，往往需要转化为标准正态分布处理 

2.二元正态分布的性质 

① 二元正态分布的X 和Y 各自依然遵循正态分布 

二元正态分布的分解 

 ( , ) ( , , , , )~X Y N μ μ σ σ ρ2 2
1 2 1 2  →  ( , )2

1 1~X N μ σ ， ( , )2
2 2~Y N μ σ   

② X 和Y 的线性函数 aX bY c  依然是正态分布 

   · 此时新正态变量的μ和 σ2分别是aX bY c  的均值和方差 

③ 对于两个正态变量，不相关和独立是等价的 

   · 这使得判断正态变量是否独立时，只需计算协方差即可 

四  其他分布的重要性质 

1.指数分布的性质 

指数分布的无记忆性 

 ( ) ( )|P X a b X a P X b       

 



题型解析 

八  求解常见随机变量分布 

1.题型简述与解法 

  · 通常以填空题的形式出现（偶尔也会有大题），考查常见随机变量分布的事件概率、期望、方差等 

  · 解题关键在于记住这些分布的期望、方差以及出众的特征，可以大幅减少时间和脑力消耗 

  · 与一般的分布不同，常见随机变量分布往往是通过 ( )D X 反求 ( )E X2 ，需要注意 

① 0-1 分布  例 1 

     · 该分布比较简单，只需要能反应过来它只有两种取值就可以了 

  ② 二项分布 

     · 该分布通常不会在题干中明确指出，往往通过“对 xx 进行独立考察”等字眼暗示 

     · 此时独立考察的次数就是参数n ， p 则要根据题意自己求 

     · 通常会求事件概率，枚举复杂时可尝试求逆事件 

  ③ 泊松分布 

     · 该分布通常会求事件概率，枚举复杂时可尝试求逆事件 

     · 最好记住前 3 个取值的分布律，加快解题速度： 

( ) e λP X  0 ， ( ) e λP X λ  1 ， ( ) e λλ
P X  

2

2
2

 

④ 均匀分布 

     · 最好记住均值和方差，加快解题速度 

⑤ 正态分布 

     · 求事件概率要将正态分布X 转换为标准正态分布Z ，注意要对事件作一样的转换 

( ) ( )x μ x μ
P x X x P Z

σ σ

 
    1 2

1 2  

     · 如果试卷开头找不到需要的Φ，那你肯定算错了 

⑥ 指数分布 

     · 记住分布函数以及事件概率 

( ) ( ) e λxF x P X x    1   ( ) e λxP X x    

     · 记住指数分布的无记忆性，可以将条件概率直接转为更简单的概率 

⑦ 二元均匀分布 

     · 求事件概率计算面积乘上概率密度函数即可，尤其是区域为圆的时候 

⑧ 二元正态分布 

     · 一般考察正态变量之间的相关性，新正态变量的期望与方差等 

 



2.历年考试典型例题 

例 1  （19-20 春夏）设X 与Y 均服从 0-1 分布， ( ) 31
4

P X   ， ( , ) 11 1
4

P X Y    

（1）若X 与Y 独立，则 ( , )P X Y  0 1                 ； 

（2）若X 与Y 的协方差为
1
16

，则 ( , )P X Y  0 1               . 

解   因为X 与Y 均服从 0-1 分布，可直接打表，并得到 ( , ) /P X Y  1 0 1 2  

\X Y  0 1  
0  ? 1/4 
1 1/2 1/4 3/4 
 1-p p  

     （1）若X 与Y 独立，则 ( , ) ( ) ( ) /P X Y P X P Y     1 0 1 0 1 2  → ( ) /P Y  0 2 3  

          因此 ( ) /P Y  1 1 3， ( , ) ( ) ( )P X Y P X P Y     0 1 0 1  1 / 12  

     （2）若X 与Y 的协方差为
1
16

，由 ( ) /E X  3 4， ( )E Y p , ( ) ( , ) /E XY P X Y   1 1 1 4  

          即Cov( , )X Y p  
1 3 1
4 4 16

，解得 p 
5
12

，因此 ( , )P X Y    
5 11 0
12 4

 1 / 6  

例 2  （14-15 春夏 节选）某人喜欢长跑，基本上每天跑 10 公里，假设他跑 10 公里所花时间（分钟）

为Y X 40 20 ，其中 X 的概率密度为
( ),

( )
,

x x
f x

   

2 1 0 1
0 其他

. 

     （3）若一周跑 6 次，每天用时是相互独立的，求至少有 5 次用时少于 50 分钟的概率； 

解    原题的前两问已经求出 ( )P Y50 的概率，此处不再赘述过程，结果为 0.75 

      由题意可得这是一个二项分布，n  6， .p  0 75  

      设少于 50 分钟的次数为Z ，则 ( ) C ( ) ( )k k kP Z k   6
6
3 1
4 4

 （ , ,6k  0 ） 

      因此题目要求的 ( ) ( ) ( ) C ( ) C ( )P Z P Z P Z       5 5 6 6
6 6
3 1 35 5 6
4 4 4

  0.534  

例 3 某公交车站单位时间内等车的人数X 服从泊松分布 ( )π λ ， λ 0  

 （1）（18-19 春夏）若 ( ) Var( )E X X2 2 ，则 λ                . 

 （2）（17-18 秋冬）X 的分布函数值 ( )F 2        . 

 （3）（15-16 秋冬）若已知有人在等车，则至少有 2 人等车的概率为            . 



解    （1）由 ( )~X π λ ，得 ( ) Var( )E X X λ  ，则 ( ) ( ) [ ( )]E X D X E X λ λ   2 2 2  

           因此 ( ) Var( )E X X2 2  → λ λ λ 2 2 ， λ 0  →  λ1   

（2） (2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e λλ
F P X P X P X P X λ            

2

2 0 1 2 1
2

 e. 12 5   

（3）已知有人在等车 → X 0，因此所求概率为 

( , ) ( ) ( ) e e( )
( ) ( ) e

| P X X P X P X
P X X

P X P X

 



       
     

   

1 1

1
2 0 1 1 0 12 0

0 1 0 1
 e

e








1

1
1 2
1

  

例 4 （1）（17-18 春夏）设 (1, )~X U c （均匀分布）， ( )E X  2，则 c      ，Var( )X       . 

 （2）（18-19 秋冬）设 ( , )X Y 在区域 ( , ):0 1,0 1x y x y    上均匀分布，则

( 1)2 2P X Y              . 

解    （1）由 ( ) ( )/2E X c  1 2，解得 c  3，Var( ) ( ) / /X   23 1 12 1 3  

      （2）总的区域为 1×1 的正方形，要求的区域为四分之一圆，因此概率为 ( )/ / /π π4 1 4 

例 5 （16-17 秋冬）设 ( , ) (1,0,1,4,0.76)~X Y N ，则 ( )0.4P X Y            ；当 c         

时， cX Y 与X Y 相互独立. 

解    由 ( , ) (1,0,1,4,0.76)~X Y N ，得 (1,1)~X N ， (0,4)~Y N ，X 与Y 的相关系数为 0.76 

      （注意参数顺序是 , , ,μ μ σ σ2 2
1 2 1 2 ），则 

( )E X Y   1 0 1  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . .D X Y D X D Y ρ D X D Y      22 1 96 1 4  

      因此 (1,1.4 )~X Y N 2 ： 

 ( ) ( )0.4 0.4P X Y P X Y     ( )1 0.4 1
1.4 1.4

X Y
P

   
  ( ) 1 (1)Φ 1 -Φ     0.16  

        由于Cov( , ) ( ) ( )Cov( , ) ( ) 1.52( )cX Y X Y cD X c X Y D Y c c         1 1 4  

由正态分布的性质，当 1.52( )c c   1 4 0时，相互独立 → .c  4 77  

例 6 （14-15 春夏）某小店开门到首个顾客到达所用的时间 X（单位：分钟）的概率密度函数为 

e ,( )
,

.. x x
f x

x

  

0 20 2 0
0 0

 

则在开门后 10 分钟内首个顾客到达的概率为           ，若开门后 5 分钟内没有顾客到

达，则在接下来的 5 分钟内仍没有顾客到达的概率为            . 

解    由题意 (0.2)~X E ，即X 服从 0.2λ 的指数分布，因此第一空 ( ) e e.P X       0 2 10 210 1 1  

      第二空 ( ) ( ) e e.|P X X P X           0 2 5 15 5 5 5 1 1  

 



第 2 讲  随机变量的分布 
知识梳理 

二  多元随机变量的分布 

1.二维离散型随机变量 

① 联合分布 ijp  

定义 1 称 ( , )i j ijP X x Y y p   为 ( , )X Y 的联合概率分布律，简称联合分布律 

  · 联合分布相当于 iX x 和 jY y 两个事件的交集 

性质 1 ① ijp 0    ② ij
i j

p
 

 


1 1

1  

② 边际分布 ip  jp  

定义 2 二维随机变量中单个随机变量的分布律为 ( , )X Y 的边际分布律 

( )i ij i
j

P X x p p




  
1

  ( )j ij j
i

P Y y p p




  
1

 

  · 边际分布相当于只关注其中一个随机变量的分布 

· 因此，使用表格来表示二维离散型随机变量时，我们会额外加一行一列记录边际分布律 

/i j  1 2 …… n  ip  

1 p11  p12  …… np1  p1  

2 p21  p22  …… np2  p2  

…… …… …… …… …… …… 

m  mp 1  mp 2  …… mnp  mp  

jp  p1  p2  …… np  …… 

③ 条件分布 /ij ip p  /ij jp p  

定义 3 当其中一个随机变量取值固定的前提下，另一个随机变量取值的分布律为 ( , )X Y 的条件分布律 

( , )
( | )

( )
i j ij

i j
j j

P X x Y y p
P X x Y y

P Y y p

 
   


 

( , )
( | )

( )
i j ij

j i
i i

P X x Y y p
P Y y X x

P X x p

 
   


 

2.概率分布函数 

① 联合分布函数 ( , )F x y  

定义 4 设二维随机变量 ( , )X Y ，对于任意的实数 ,x y ，称函数 



( , ) ( , )F x y P X x Y y    

        为随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数 

② 边际分布函数 ( )XF x  ( )YF y  

定义 5 二维随机变量中单个随机变量的分布函数为边际分布函数 

( ) ( ) ( , ) ( , )XF x P X x P X x Y F x           ( ) ( , )YF y F y   

③ 条件分布函数 ( )XF x  ( )YF y  

定义 6 某个随机变量取值确定的条件下，另一个随机变量的分布函数为条件分布函数 

( ) ( )| | |i iY XF y x P Y y X x         ( ) ( )| | |j jX YF x y P X x Y y    

3.连续型随机变量 

① 联合密度函数 ( , )f x y  

定义 7 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数 ( , )F x y ，若存在二元非负函数 ( , )f x y ，使对任意实数 ,x y  

( , ) ( , ) d d
x y

F x y f u v u v
 

    

        则称 ( , )X Y 为二维连续型随机变量，称 ( , )f x y 为 ( , )X Y 的联合密度函数 

  · 联合密度的函数的性质有 

性质 3 ① ( , )f x y 0  

        ② ( , )f x y 在整个xOy 平面的二重积分值为 1 

        ③ (( , ) ) ( , )d d
D

P X Y D f x y x y    

② 边际密度函数 ( )Xf x  ( )Yf y  

定义 8 二维随机变量中单个随机变量的密度函数为边际密度函数 

( ) ( , )dXf x f x y y



      ( ) ( , )dYf y f x y x




   

③ 条件密度函数 ( , )f x y  

定义 9 某个随机变量取值确定的条件下，另一个随机变量的密度函数为条件密度函数 

( , )( )
( )| |Y X

X

f x y
f y x

f x
   ( , )( )

( )| |X Y
Y

f x y
f x y

f y
  

4.随机变量间的独立性 

定理 二维随机变量 ,X Y 相互独立   ( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y （ ij i jp p p 或 ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y ）   

三  随机变量的数字特征 

1.数学期望 



  ① 数学期望的定义 

定义 1 设离散型随机变量X 的概率分布律为 ( )i ip X p ， 1,2,i  ，若级数 

1
i i

i

x p



  

        绝对收敛，则称级数为X 的数学期望，记为 ( )E X  

定义 2 设连续型随机变量X 的概率密度函数为 ( )f x ，若 

( )d| |x f x x


  

        存在，则称 ( )dxf x x


 为X 的数学期望，记为 ( )E X  

  · 省流： 

数学期望 

 ( )
1

i i
i

E X x p




   或  ( ) ( )dE X xf x x



    

  ② 随机变量函数的数学期望 

定理 1 当X 为离散型随机变量时，若级数 ( )
1

i i
i

g x p



 绝对收敛，则 ( ( ))E g X 存在，且 

( ( )) ( )
1

i i
i

E g X g x p




  

定理 2 当X 为连续型随机变量时，若 ( ) ( )d| |g x f x x


 存在，则 ( ( ))E g X 存在，且 

( ( )) ( ) ( )dE g X g x f x x



   

定理 3 当X 为二维离散型随机变量时，若级数 ( , )
1

i j ij
i

h x y p



 绝对收敛，则 ( ( , ))E h X Y 存在，且 

( ( )) ( , )
1

i j ij
i

E g X h x y p




  

定理 4 当X 为二维连续型随机变量时，若 ( , ) ( , )d d| |h x y f x y x y
 

   存在，则 ( ( , ))E h X Y 存在，且 

( ( , )) ( , ) ( , )d dE h X Y h x y f x y x y
 

 
    

· 省流： ( ( ))E g x 就是用 ( )g x 换掉式子里与 p或 ()f 相乘的x  

  ③ 数学期望的性质 

定理 5 若 n 个随机变量 , , ,1 2 nX X X （ 1n  ）的数学期望都存在，则对任意 1n  个实数 , , , ,0 1 2 nc c c c ，

0
1

n

i i
i

c c X


 的数学期望也存在，且 

( ) ( )0 0
1 1

n n

i i i i
i i

E c c X c c E X
 

     

定理 6 n 个相互独立的随机变量 , , ,1 2 nX X X 乘积等于各自数学期望的乘积 



( ) ( )
1 1

n n

i i
i i

E X E X
 

   

  省流： 

Xi 无需相互独立  前提：Xi 相互独立 

 ( ) ( )0 0
1 1

n n

i i i i
i i

E c c X c c E X
 

       ( ) ( )
1 1

n n

i i
i i

E X E X
 

    

2.方差 

定义 2 设随机变量X 的数学期望 ( )E X 存在，若 [( ( )) ]2E X E X 存在，则称 

[( ( )) ]2E X E X  

        为X 的方差，记为Var( )X 或 ( )D X  

  · 用定义式计算方差太麻烦，可以直接用简化式 

方差计算 

 Var( ) ( ) ( ( ))2 2X E X E X    

性质 1 对任意的正整数 n （ 2n  ），设 , , ,1 2 nX X X 为两两独立的随机变量，方差都存在，则 

Var( ) Var( )2
0

1 1

n n

i i i i
i i

c c X c X
 

    

3.协方差 

定义 3 对于数学期望都存在的随机变量X 和Y ，当 ( )X E X 和 ( )Y E Y 的数学期望都存在时，称 

Cov( , ) [( ( ))( ( ))]X Y E X E X Y E Y    

        为X 与Y 的协方差 

  · 有了协方差的概念，方差的性质可以拓展到更一般的范围 

性质 2 对任意的正整数 n （ 2n  ），设 , , ,1 2 nX X X 为随机变量，方差都存在，则 

Var( ) Var( ) Cov( , )
1 1 1

2
n n

i i i j
i i i j n

X X X X
    

     

  · 关于协方差的性质，还有如下： 

性质 3 若随机变量X 和Y 的协方差存在，则 

        ① Cov( , ) Cov( , )X Y Y X  

        ② Cov( , ) Var( )X X X  

        ③ Cov( , ) Cov( , )aX bY ab X Y  

        ④ 若Cov( , )iX Y 存在，则Cov( , ) Cov( , ) Cov( , )1 2 1 2X X Y X Y X Y    

        ⑤ 若X 和Y 相互独立，则Cov( , ) 0X Y  ，但反之不然 

4.相关系数 



定义 4 对于随机变量X 和Y ，当 ( )2E X 与 ( )2E Y 均在且Var( )Var( ) 0X Y  时，称 

 Cov( , )
Var( ) Var( )XY

X Y
ρ

X Y
   

        称为X 与Y 的相关系数 

  · 相关系数可以看成是标准化的协方差，因此可以方便地判断两者的相关性 

定理 6 若X 与Y 的相关系数 XYρ 存在，则 

        ① 若X 与Y 相互独立，则 0XYρ  ，反之不然 

        ② | | 1XYρ  ，等号成立当且仅当X 与Y 有严格的线性关系 

5.独立与不相关之间的关系 

定义 5 若X 与Y 的相关系数 0XYρ  ，则称X 与Y 不相关 

   

定理 7 以下说法等价： 

        ① X 与Y 不相关 

        ② 0XYρ   

        ③ Cov( , ) 0X Y   

        ④ ( ) ( ) ( )E XY E X E Y  

        ⑤ Var( ) Var( ) Var( )X Y X Y    

  · 独立和不相关看似是等价概念，但实际上这个相关指的是线性相关 

定理 8 独立一定不相关，不相关不一定独立，相关一定不独立 

 

  



题型解析 

五  求解多元连续型非常见随机变量分布 

  · 考试常见一道大题，题干通常为给出二元随机变量 ( , )X Y 的联合密度函数，然后附带多个小问 

  · 小问涵盖求事件概率、边际密度函数、条件概率、协方差、新随机变量等计算，独立、相关性等判断 

  · 本题存在一定的解题套路： 

1.画出概率密度函数的非零区域 

  · 不管题目要求的是什么，第一步一定要先分析概率密度函数 

由于大部分的概率密度函数长这样： 

( , ), ( , )
( , )

,
g x y x y D

f x y
 0 其他

 

也就是说， ( , )f x y 只在有限区域D 内不为 0，其余位置均为 0  

比如题目给的是下面这个密度函数（16-17 秋冬，三） 

, , ,
( , )

,
6 0 0 1
0
x x y x y

f x y
     其他

 

它仅在 , ,0 0 1x y x y    这个区间内非 0，在直角坐标系中画出来就是一个等腰直角三角形： 

 

有了这张图，我们在后续求解时思路会更加清晰，不易出错 

2.求解题目要求的参数 

  · 从概率密度出发可以按下图所示的路径求解参数： 

 



① 求事件概率 ( ( ))P g X Y  

     · 确认该事件对应的区域，与我们画好的非零区域取交集，得到要积分的区域，在该区域内积分即可 

  ② 求分布函数 ( , )F a b 的值 

     · 将分布函数转化为对应的事件，按①处理 

③ 求边际密度函数 ( ), ( )X Yf x f y  

   · 根据 ( ) ( , )dXf x f x y y



  、 ( ) ( , )dYf y f x y x




  进行积分 

     若 ( , )f x y 只在有限区域D 内不为 0，则只在不为 0 的x 或 y 上积分即可 

 

                   求 ( )Yf y ：对x 从左往右积分   求 ( )Xf x ：对 y 从下往上积分 

   · 最终的结果要求 ,x y ( ,+ )   ，因此要写成分段函数的形式（0，其他） 

④ 求条件密度函数 ( ), ( )| || |X Y Y Xf x y f y x  

   · 求出边际密度后，代入定义式 ( , )( )
( )| |Y X

X

f x y
f y x

f x
 ， ( , )( )

( )| |X Y
Y

f x y
f x y

f y
 即可 

     · 此时也要注意x 或 y ( ,+ )   ，写成分段函数的形式 

  ⑤ 求条件概率 ( )|P X a Y b   

     · 将条件（“|”之后的那个）代入条件密度函数，在指定范围内对“|”前的变量作积分即可 

  ⑥ 独立性判断（X 与Y ） 

     · 检查是否 ( ) ( ) ( , )X Yf x f y f x y 或 ( ) ( ) ( , )X YF x F y F x y  

  ⑦ 求协方差Cov( , )X Y  

     · 由 ( , )f x y 计算 ( )E XY ，由 ( ), ( )X Yf x f y 计算 ( ), ( )E X E Y ，然后Cov( , ) ( ) ( ) ( )X Y E XY E X E Y   

  ⑧ 相关性判断 

     · 若协方差大于 0 则正相关，小于 0 则负相关，等于 0 则不相关 

  ⑨ 求随机变量的函数Z 的分布函数 ( )F z  

     · 首先求Z 的分布函数 ( ) ( )F z P Z z  ，将Z z 转换为用 ,X Y 表示的等价事件，回到① 

  ⑩ 求随机变量的函数Z 的密度函数 ( )f z  

     · 求出分布函数 ( )F z 后，求导得到 ( )f z  



例 1  （19-20 春夏）设 ( , )X Y 的联合密度函数
,

( , )
,

y
y x

f x y

   

3 0 2 2
2
0 其他

 

（1）求 ( ( , ) )maxP X Y 1 ； 

（2）分别求 ,X Y 的边际密度函数 ( )Xf x , ( )Yf y ； 

（3） ( )|P Y X 
1 1
2 2

； 

（4）判断X 与Y 是正相关，负相关，还是不相关？说明理由. 

解   首先画出本题的非零区域 

 

     （1） ( ( , ) ) ( , )maxP X Y P X Y   1 1 1 ，该区域与非零区域的交集为 

 

          对该区域进行积分： ( ( , ) ) d d
/

max
y

y
P X Y y x   

1 1

0 2

3 11
2 4

 

     （2）① 求 ( )Xf x ：仅 x 0 1时， ( , )f x y 非 0，此时 ( ) d
x

X

y
f x y x 

2
2

0

3 3
2

 

             因此 
,

( )
,X

x x
f x

  

23 0 1
0 其他

 

          ② 求 ( )Yf y ：仅 y 0 2时， ( , )f x y 非 0，此时 ( ) d (1 )
/Y

y

y y y
f y x  

1

2

3 3
2 2 2

 

             因此 
(1 ),

( )
,

Y

y y
y

f y

   

3 0 2
2 2
0 其他

 



     （3）条件概率密度
,( , )( )

( ) ,
| |Y X

X

y
y xf x y

f y x x
f x

    

2 0 2 2
2
0 其他

 

          ∴ ( ) ( )d d|/ /
| |Y XP Y X f y y y y


     

1

1 2 1 2

1 1 1 32
2 2 2 4

 

     （4） ( ) ( , )d d d d
x

D

y
E XY xyf x y x y x xy y    

1 2

0 0

3 4
2 5

 

          ( ) ( )d dXE X xf x x x x



   

1
3

0

33
4
 

          ( ) ( )d (1 )dY

y y
E Y yf y y y




    

22

0

3 1
2 2

 

          ∴ Cov( , ) ( ) ( ) ( )X Y E XY E X E Y      
4 3 11 0
5 4 20

 

          ∴ X 与Y 正相关 

例 2  （18-19 春夏）设 ( , )X Y 的联合密度函数
,

( , )
,

8 0 1
0

xy x y
f x y

    其他
，求： 

（1）分布函数值 (0.5,0.5)F ； 

（2）Y 的边际密度函数 ( )Yf y ； 

（3） ( )0.4| 0.8P X Y  ； 

（4）Z X Y  的概率密度函数 ( )Zf z . 

解   本题的非零区域如下图所示： 

 

（1） (0.5,0.5) ( 0.5, 0.5)F P X Y    

              
0.5
d d

0 0
8

y

y xy x    

              1
16

  

       （2）仅 y 0 1时， ( , )f x y 非 0，此时 ( ) d
y

Yf y xy x y  3

0
8 4  



             因此 
,

( )
,Y

y y
f y

  

34 0 1
0 其他

 

       （3）
,( , )( )

( )
,

| |X Y
Y

x
x yf x y

yf x y
f y

    

2
2 0 1

0 其他

 

            ∴ ( ) d
20.4

2 20

2 0.4 10.4| 0.8
40.8 0.8

x
P X Y x      

       （4） z 的分布函数 ( ) ( ) ( )F z P Z z P X Y z     ，如图所示 

 

            当 z0时， ( )P X Y z   0  

            当 z 0 1时， ( ) d d
/z z x

x

z
P X Y z x xy y


    

42

0
8

6
 

            当 z 1 2时， ( ) d d
/

y

z z y
P X Y z y xy x z z z


        

1
2 4

2

8 11 8 1 2
3 6

 

            当 z2时， ( )P X Y z  1 

            ∴ 

,

,
( )

,

,

Z

z

z
z

F z

z z z z

z

         

4

2 4

0 0

0 1
6

8 11 2 1 2
3 6

1 2

  →  

,

( ) ,

,

Z

z
z

f z z z z

       

3

3

2 0 1
3
8 24 1 2
3 3

0 其他

 



第 5 讲  随机变量函数的概率分布 
知识梳理 

一  求解随机变量函数概率分布的基本思路 

1.→ 离散   

  · 包括一维连续 → 多维离散，多维离散 → 多维离散，多维连续 → 一维离散等 

① 列出因变量的所有可能取值(组合)，并与自变量的取值一一对应 

     · 如果自变量是连续变量，则对应的是取值范围 

  ② 求因变量各个取值(组合)的概率：等于对应的自变量取值(组合)的概率 

     · 如果一个因变量的取值对应多个自变量的取值，则其概率为所有对应的自变量取值概率之和 

     · 如果一个因变量的取值没有对应的自变量取值，则该取值对应的概率为 0 

  ③ 列表，得到分布律 

2.→ 连续 

  · 包括一维连续 → 一维连续，多维连续 → 一维连续，多维混合 → 一维连续等 

  ① 写出因变量的分布函数，用取值范围的概率表示 

  ② 将因变量用自变量表示，转化为自变量的取值范围 

     · 常用的等价事件转化 

最大值分布函数 

 ( ( , , ) ) ( , , )1 1max n nP X X y P X y X y       
 

最小值分布函数 

 ( ( , , ) ) ( , , )1 1min 1n nP X X y P X y X y       

③ 用自变量的分布函数或密度函数算出因变量的分布函数，若有需要则求导得到密度函数 

     · 如果自变量是离散与连续组合出的混合变量，则计算分布函数时要根据离散变量的取值分类讨论 

3.→ 混合 

  · 包括一维连续 → 一维连续，多维连续 → 一维连续，多维混合 → 一维连续等 

① 首先求出离散因变量的可能取值 

  ② 再写出联合分布函数，根据离散因变量的可能取值分段讨论，转化为用自变量表示的事件 

  ③ 求出概率，得到分布函数 

  



题型解析 

九  随机变量的函数分布求解 

1.题型简述与解法 

· 已知某随机变量的分布，求该随机变量的函数的分布函数、密度函数、分布律，判断独立等 

· 求解方法见知识梳理 

· 一句话总结就是以分布函数或分布律为核心，将因变量的事件转化回自变量的事件 

2.历年考试典型例题 

① 一维连续 → 多维离散 

例 1  （16-17 春夏）设X 的密度函数
0.5 ,

( )
,

x x
f x

  

0 2
0 其他

，令
,
,
X

Y
X

  
1

1 1
0 1

，
,
,

.

.
X

Y
X

  
2

1 1 5
0 1 5

，

求 ( , )Y Y1 2 的联合分布律； 

解    Y1 和Y2 的可能取值都为 0 或 1，因此总共有四种情况： 

      · ( , ) ( , 1.5)P Y Y P X X     1 20 0 1 0 

      · ( , ) ( , 1.5) ( ) /P Y Y P X X P X       1 20 1 1 1 1 4  

      · ( , ) ( , 1.5) ( 1.5) /P Y Y P X X P X       1 21 0 1 7 16 

      · ( , ) ( , 1.5) ( 1.5) /P Y Y P X X P X        1 21 1 1 1 5 16  

\Y Y1 2  0 1 
0 0 1/4 
1 7/16 5/16 

② 多维离散 → 多维离散 

例 2  （20-21 秋冬）设 ( , )X Y 的联合分布律如下表所示，令 ( , )minZ X Y ，求 ( , )X Z 的联合分布律。 

X \ Y 0 1 2 

0 a 0 b 

1 b a b 

2 0 b 2a 

解    由于X 和Z 的可能取值均为 0、1 和 2，所以一共有 9 种可能的取值组合 

· 可以得到每个 ( , )X Y 对应的Z 值如下表所示（红色），由此可以得到剩余 ( , )X Z 的概率 

X \ Y 0 1 2 

0 a 0 0 0 b 0 

1 b 0 a 1 b 1 

2 0 0 b 1 2a 2 

· ( , ) ( , ) ( , ) ( , )P X Z P X Y P X Y P X Y a b            0 0 0 0 0 1 0 2  



  ( , ) ( , )P X Z P X Z     0 1 0 2 0  

        ( , ) ( , )P X Z P X Y b     1 0 1 0  

        ( , ) ( , ) ( , )P X Z P X Y P X Y a b         1 1 1 0 1 1  

        ( , ) ( , )P X Z P X Y     2 0 2 0 0  

        ( , ) ( , )P X Z P X Y b     2 1 1 1  

        ( , ) ( , )P X Z P X Y a     2 2 2 2 2  

      · 分布律如下表所示 

X \ Z 0 1 2 

0 a b  0 0 

1 b  a b  0 

2 0 b  a2  

③ 一维连续 → 一维连续 

例 3  （14-15 春夏）某人喜欢长跑，基本上每天跑 10 公里，假设他跑 10 公里所花时间（分钟）为

Y X 40 20 ，其中 X 的概率密度为
( ),

( )
,

x x
f x

   

2 1 0 1
0 其他

.求Y 的概率密度 ( )Yf y  

解    思路： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y Yf x F x P X x P Y y F y f y        

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y X

y y
F y P Y y P X y P X F

 
       

40 4040 20
20 20

 

      因此 ( ) ( ) ( ) ( )Y Y X

y y
f y F y F f

    
40 1 40 1

20 20 20 20
，即 

      ( ) ,
( )

,
Y

y y
f y

      

40 1 402 1 0 1
20 20 20

0 其他

 → ,
( )

,

.
Y

y
y

f y

   

0 3 40 60
200

0 其他

 

· 教材上有一个直接得到密度函数的公式，本题可以使用，但是要注意本题能使用的原因是Y 是

严格单调的，而考试更喜欢考不严格单调的，因此不用去记那个公式 

④ 多维连续 → 一维连续 

例 4  （15-16 秋冬）设随机变量 X 的概率密度为
,

( ) ,
,
.

x x

f x x

     

1 0 1
0 5 1 2
0 其他

，若对X 独立观察 3 次，结果

记为 , ,X X X1 2 3，设 { , , }maxY X X X 1 2 3 ，求Y 的概率密度 ( )Yf y . 

解    本题类型为 多维连续 → 一维连续 

      ( ) ( ) ( { , , } ) ( , , )maxYF y P Y y P X X X y P X y X y X y       1 2 3 1 2 3  

      ∵ , ,X X X1 2 3相互独立 

∴ ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )YF y P X y P X y P X y P X y F y      3 3
1 2 3  

      ∴ ( )Yf y  



例 5  （18-19 春夏）设 ( , )X Y 的联合密度函数
,

( , )
,

8 0 1
0
xy x y

f x y
    其他

，求Z X Y  的概率密度函

数 ( )Zf z . 

解   z 的分布函数 ( ) ( ) ( )F z P Z z P X Y z     ，如图所示 

 
            当 z0时， ( )P X Y z   0  

            当 z 0 1时， ( ) d d
/z z x

x

z
P X Y z x xy y


    

42

0
8

6
 

            当 z 1 2时， ( ) d d
/

y

z z y
P X Y z y xy x z z z


        

1
2 4

2

8 11 8 1 2
3 6

 

            当 z2时， ( )P X Y z  1 

            ∴ 

,

,
( )

,

,

Z

z

z
z

F z

z z z z

z

         

4

2 4

0 0

0 1
6

8 11 2 1 2
3 6

1 2

  →  

,

( ) ,

,

Z

z
z

f z z z z

       

3

3

2 0 1
3
8 24 1 2
3 3

0 其他

 

⑤ 多维混合 → 一维连续 

例 6  （18-19 秋冬）将一枚硬币独立抛 2 次，X 表示正面朝上的次数；Y 服从 (0,2)区间上的均匀分布，

设X 与Y 相互独立， ( , )maxM X Y ，Z X Y  ，求 ,M Z 的分布函数 

解   ( ) ( ) ( ( , ) ) ( , )maxMF m P M m P X Y m P X m Y m        

           ( ) ( ) ( ) ( )X YP X m P Y m F m F m     

     ( ) ( ) ( )ZF z P Z z P X Y z      

          ( , ) ( , ) ( , )P X Y z P X Y z P X Y z          0 1 1 2 2  

⑥ 多维连续 → 多维混合 （包含多维连续 → 一维离散） 

例 7  （19-20 秋冬）设 ( , )X Y 的联合密度函数 ,
( )

,

20.75 1
0

y x
f x

   其他
，令 , 0 Y<

,
0 1
1

X
Z

   其他
，

判断 X 与 Z 是否独立？说明理由. 

解    由于X 连续，Z 离散，因此只能通过分布函数判断 



,
( ) ,

,
/Z

z

F z z

z

    

0 0
1 2 0 1
1 1

 

,
( , ) ( , ) ( , ),

( ),

z

F x z P Z z X x P Z X x z

P X x z

          

0 0
0 0 1

1
 

      ∵ ( , ) (0 < , )P Z X x P Y X X x     0 1 ，由密度函数关于x 轴对称，可以得到 

         (0 < , ) ( ) ( )XP Y X X x P X x F x     
1 11
2 2

 

( ( )),

( , ) ( , ) ( ), ( ) ( )

(1 ) ( ),

X

X Z X

X

F x z

F x z P Z z X x F x z F z F x

F x z

          

0 0
1 0 1
2

1

 

      ∴ X 与Z 相互独立 



第 6 讲  大数定律与中心极限定理 
知识梳理 

一  切比雪夫不等式 

· 设随机变量X 的数学期望和方差存在，分别记为 , 2μ σ ，则对任意的 0ε ，有 

切比雪夫不等式 

 ( ) σ
P X μ ε

ε
  

2

2
  

· 由于近十年只考过一次，所以没有收录进题型中 

二  辛钦大数定律 

1.大数定律基本内容 

辛钦大数定律 

 ( )
1

1 n
P

i
i

X X E X
n 

   (n  )  

· iX 为独立同分布的随机变量序列，在下一讲会学到X 为样本均值 

2.大数定律的推论 

辛钦大数定律推论 1  辛钦大数定律推论 2 

 ( ) [ ( )]
1

1 n
P

i
i

h X E h X
n 

  (n  )   ( ) [ ( )]Pf X f E X   

三  中心极限定理 

中心极限定理 

 n 足够大时， ( , )2

1

~
n

i
i

X N nμ nσ

   或  ( , )

2

1

1 ~
n

i
i

σ
X N μ

n n
   

· iX 为独立同分布的随机变量序列 

· 推论：n 比较大的二项分布（可视为n 个 0-1 分布变量之和）可以近似为正态分布 

  



题型解析 

十  求解依概率收敛 

1.题型简述与解法 

  · 题干中出现“依概率收敛”或“ P”符号 

  · 首先求出所需的数学期望，然后代入辛钦大数定律（或两个推论） 

2.历年考试典型例题 

例 1  （19-20 秋冬）设随机变量X 的概率密度函数 

,( )
,

x
x

f x

  

2

0 3
9
0 其他

 

对X 独立重复观测n 次，结果记为 , , nX X1  . 

（3）当n 时， e i

n
X

i
i

X
n




 2

1

1 依概率收敛到何值？ 

解   · 求出 ( e )XE X 2  

( e ) e d ( e )X xx
E X x x       

23
2 2 3

0

1 1
9 9

 

     · 代入辛钦大数定律 

当n 时， e ( e ) ( e )i

n
X P X

i
i

X E X
n

   



   2 2 3

1

1 1 1
9

 

例 2  （14-15 春夏）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , , nX X1  为来自X 的简单随机样本，当n 时，

n

i
i

X
n 
 2

1

1 依概率收敛到        . 

解    对于常见分布，应通过 ( )E X 和 ( )D X 反推 ( )E X2 ，因此 ( )E X μ σ 2 2 2  

例 3 设总体X 的分布律为 ( ) θ
P X  1

3
， ( ) θ

P X  
20
3

，
( )( ) θ

P X


 
2 11

3
，

( ) θ
P X


 

12
3

，未知参数 (0,1)θ ， , , nX X1  是X 的简单随机样本，X 是样本均值，当

n 时， ( - ) PX 24
3

          . 

解    ( )E X θ 
4 5
3 3

，根据大数定律的推论， ( - ) [ ( ) ] ( )PX E X θ θ     2 2 2 24 4 4 5 4 25
3 3 3 3 3 9

 

  



十一  求解近似分布 

1.题型简述与解法 

  · 题干中出现“近似”或约等于符号，且含有一些比较大的数字 

  · 求出对应分布的期望和方差，代入中心极限定理后，用正态分布的性质求解 

例 1 （16-27 春夏）设X 的密度函数
,

( )
,
. x x

f x
  

0 5 0 2
0 其他

 

（3）若对X 独立重复观察 72 次，结果记为 , ,X X1 72 ，求 ( )i
i

P X



72

1

1 25
72 18

的近似值. 

解    ( ) dE X x x 
2

2

0

1 4
2 3

， ( ) ( ) [ ( )] dD X E X E X x x      
2

2 2 3

0

1 16 16 22
2 9 9 9

 

      ∴ 由中心极限定理， ( , )~i
i

X N


72

2
1

1 4 1
72 3 18

 

      ∴ ( ) ( ) ( )
/ / /

i i
i i

i
i

X X
P X P P Z 



 
     

 


72 72

72
1 1

1

1 4 1 425 4
1 25 72 3 72 318 3 1 1
72 18 1 18 1 18 1 18

(1)Φ .  1 1 6  

例 2 （19-20 春夏）设随机变量X 的概率密度函数 

,

( ) ,

,

x x

f x x

    

2 0 1
2 1 2
3
0 其他

 

对X 独立重复观测n 次，结果记为 , , nX X1  . 

（4）若n  450，Z 表示 450 次观测中{ }iX 1 出现的次数，求 ( )P Z160 的近似值. 

解    注意这里并不是求X 的近似概率，而是Z 的 

      由题意， ( ) dP X x x  
1

2

0

11
3
，因此 (450, )~Z B

1
3

，则 ( )E Z 150， ( )D Z 100  

因此Z 可以近似为 ( ,100)N 150  

∴ ( ) ( ) 1- ( )Φ .Z
P Z P

 
    

150 160 150160 1 0 16
10 10

 

 



第 7 讲  统计量与抽样分布 
知识梳理 

  · 事先说明：数理统计部分中的 , , nX X1  都是独立同分布的随机变量 

一  常见统计量 

样本均值  样本方差 

 
n

i
i

X X
n 

 
1

1
   ( )

n

i
i

S X X
n 

 
 2 2

1

1
1

  

 

样本标准差  样本 k 阶矩  样本 k 阶中心矩 

S S 2  
n

k
k i

i

A X
n 

 
1

1
 ( )

n
k

k i
i

B X X
n 

 
1

1
 

  · 比较重要的是样本均值和样本方差 

1.样本均值的性质 

样本均值的期望  样本均值的方差 

 ( ) ( )E X E X    
( )( ) D X

D X
n

   

2.样本方差的性质 
样本方差的期望 

 ( ) ( )E S D X2   

二  三个抽样分布 

1.χ2 分布 

χ2 分布 

 (0,1)~iX N  →  ( )~
n

i
i

Y X χ n


 2 2

1
  

  ① 期望和方差 

χ2 分布的期望  χ2 分布的方差 

 ( )E Y n    ( )D Y n 2   

  ② 性质 

     · 若 ( )~Y χ m2
1 ， ( )~Y χ n2

2 且相互独立，则 ( )~Y Y χ m n 2
1 2  

 
 
 
 



2. t 分布 

t 分布 

(0,1)~X N ， ( )~Y χ n2 且相互独立 →  ( )~
/

X
t t n

Y n
   

2. F 分布 

t 分布 

( )~Y χ n2
1 1 ， ( )~Y χ n2

2 2 且相互独立 →  ( , )/ ~
/

Y m
F F m n

Y n
 1

2

  

· ( , )~ F n m
F

1 ，若 ( )~X t n ，则 (1, )~X F n2  

三  正态总体下抽样分布的特有性质 

1.均值和方差满足分布 

· 若 ( , )~iX N μ σ2 ，则X 和S2 相互独立，且 

正态总体的样本均值  正态总体的样本方差 

 ( , )~ σ
X N μ

n

2

   ( ) ( )~n S
χ n

σ




2
2

2
1 1   

2.正态总体的样本方差的方差 

正态总体的样本方差的方差 

 ( ) σ
D S

n




4
2 2

1
  

 

  



题型解析 

十二  求解统计量的性质 

1.题型简述与解法 

  · 通常以填空题的形式考查由样本、样本均值、样本方差等构成的统计量的事件概率、期望、方差等 

  · 经常用到的知识点： 

    ① 期望、方差、协方差的运算性质 

② 正态分布的性质，以及正态变量的线性组合依然是正态变量 

③ 样本均值、样本方差的期望和方差，以及正态总体下的特殊性质 

  · 题干经常会有一大串的式子，其中一些实际上是样本方差的展开式，要能看出来 

  · 需要注意：不是所有的题目都是正态分布，要看清楚题干再使用正态总体下的结论 

2.历年考试典型例题 

  ① 计算协方差或相关系数 

例 1  （15-16 秋冬）设总体 (0,4)~X N ， , ,X X1 100 为来自X 的简单随机样本，则 i
i

X


60

1

与 i
i

X


100

51

的相关系数为          。 

解    根据协方差的性质： 

Cov( , ) Cov( , )i i i j
i i i j

X X X X
   

  
60 100 60 100

1 51 1 51
 

      由于 iX 之间相互独立，因此 

Cov( , )i i
j

X X


60

51
 

      由于 

Cov( , ) ( ) ( ) ( )i i i i i iX X E X X E X E X   

( ) ( ) d| |i iE X X x x f x x



  0（ ( )| |x x f x 为奇函数） 

( )iE X  0  

      因此 Cov( , )i iX X  0  → Cov( , )i i
i i

X X
 

 
60 100

1 51
0  → 相关系数为 0 

  ② 计算事件概率 

例 2  （19-20 秋冬）设总体 ( ,1)~X N μ ， , ,X X1 16 是X 的简单随机样本， ( + ) /Y X X 1 1 4 4 ，

( )/12Y X X  2 5 16 ，则 ( <1)P Y μ 1           . 

解    根据正态总体的性质， 1( , )~Y N μ1 4
，则由正态分布的性质， 1(0, )~Y μ N1 4

 



      因此 ( <1) (| | ) (2)Φ
/ /

Y μ
P Y μ P


    1

1
1 2 1

1 2 1 2
 

例 3  （16-17 春夏）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， ,μ σ2 未知， , ,X X1 16 为来自X 的简单随机样本，X 和S2

分别为样本均值与样本方差，则 X X
P X σ
       

1 2

2
         ； 

解    由于X 中包含了X1和X2 ，需要注意减号左右两边不是相互独立的 

      ∵ ( , )~X X σ
N μ

 2
1 2

2 2
， ( , )~ σ

X N μ
2

16
，记 X X

Y X


 1 2

2
 

      ∴ ( )E Y μ μ   0， ( ) Cov( , )X Xσ σ
D Y X


  

2 2
1 22

2 16 2
 

      ∵ 
( ) ( )Cov( , ) Cov( , ) Cov( , )i j j j

i j i i

X X D X D X σ
X X X X X

   

 
      

22 16 2 16
1 2 1 2

1 1 1 1

1 1 1
2 2 16 32 32 16

 

        ∴ ( ) σ σ σ
D Y σ   

2 2 2
272

2 16 16 16
  ∴ ( , )~Y N σ2

70
16
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  ② 计算均值和方差 

例 4  （20-21 秋冬）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , , nX X1  是 X 的简单随机样本，X ，S2 分别是样本均值

和样本方差，若μ 0，则Var ( - )S X 2 2           . 

解    根据正态总体的性质，S2 与X 相互独立 

      ∵ ( , )~ σ
X N

n

2

0  → ,1(0 )~
/
X

N
σ n

 → (1)~n
X χ

σ

2 2
2  

      ∴ Var( )n
X

σ


2

2 2  → Var( )n
X

σ


2 2

4 2  → Var( ) σ
X

n


42

2
2  

∵ Var( ) σ
S

n




4
2 2

1
 → Var ( - ) σ σ

S X
n n

 


4 4
2 2

2
2 2

1
 

例 5  （19-20 秋冬）设总体 ( ,1)~X N μ ， , ,X X1 16 是X 的简单随机样本， ( + ) /Y X X 1 1 4 4 ，

( )/12Y X X  2 5 16 ，则Var ( - ) ( - )i i
i i

X Y X Y
 

 
    
 
4 16

2 2
1 2

1 5
         . 

解    注意到 ( - ) ( )i
i

X Y S


 
4

2 2
1 1

1
4 1 ， ( - )i

i

X Y S



16

2 2
2 2

5
11 ，且两者相互独立（没有重叠的 iX ） 

由正态总体Var( ) σ
S

n




4
2 2

1
，得 

Var ( - ) ( - ) Var ( - ) Var ( - )i i i i
i i i i

X Y X Y X Y X Y
   

     
                 
   
4 16 4 16

2 2 2 2
1 2 1 2

1 5 1 5

Var( ) Var( )S S 2 2
1 23 11     2 22 23 11 28

3 11
 



十三  判断统计量函数的分布 

1.题型简述与解法 

  · 填空题，判断统计量函数属于哪种抽样分布，或已知含未知数的统计量函数满足某分布，求该未知数 

  · 既然是判断抽样分布，则总体一定是正态分布，以下结论都是适用的： 

常用结论 1  常用结论 2  常用结论 3 

 
( ) (1)~n X μ

χ
σ

 2
2

2    ( ) ( )~
n

i
i

X μ χ n
σ 

 2 2
2

1

1    ( ) ( )~
n

i
i

X X χ n
σ 

  2 2
2

1

1 1   

    常用结论 3 实际上是S2 的展开式，因为题目通常给出方差的展开式而不是S2  

  · 如果μ 0，此时要意识到 iX2可以除以 σ2变成 χ2 分布（或者用常用结论 2） 

  · 大多数题目会考察F 分布，即会把以上分布作比值处理，此时 σ2、n 等参数都会被合并或约掉，使我

们一眼看不出来，这时就要根据以上结论将给的式子拆成两个 χ2 分布 

2.历年考试典型例题 

例 1  （15-16 春夏）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , , nX X1  为来自X 的简单随机样本，则 

  ~i i
i i

X X X
X X μ

 

        
23 5

21 2 3

1 43
              分布. 

解    i
i

X X X
X



       
23

1 2 3

1 3
具有 3 个样本的方差形式，根据常用结论 3： 

(2)~i
i

X X X
X χ

σ 

       
23

21 2 3
2

1

1
3

 

      根据常用结论 2： 

  ( )~i
i

X μ χ
σ 


5

2 2
2

4

1 2  

      两者相互独立，因此 

 
 

(2,2)
/

~
/

i
i

i i
i i

i
i

X X X
X

X X X σ
X X μ F

X μ
σ



 



               



 



23
1 2 3

2 23 5
2 11 2 3

5
21 4

2
4

1 2
3

13 2
 

例 2  （15-16 秋冬）设总体 (0,4)~X N ， , ,X X1 100 为来自X 的简单随机样本，则 i
i

X


100

1

近似服从            

分布， / ~i i
i i

X X
 

      
250 100

2

1 51
          分布. 

解    i
i

X


50

1

具有前 50 个样本的均值形式，根据常用结论 1： 



( ) ( )
(1)~

i i
i i

X X
χ

σ σ
 
 
50 50

2 2

21 1
2 2

1 150
50 50  

     注意到μ 0，因此 ( )i i
i i

X X
 

  
100 100

2 2

51 51
0 ，根据常用结论 2： 

(50)~i
i

X χ
σ 

100

2 2
2

51

1
 

     ∴ 两者相互独立：

( ) ( )

(1,50)/ ~
/

i i
i i

i i
i i

i i
i i

X X

σ σX X F
X X

σ σ

 

 

 

       

 

 
 

50 50
2 2

1 1250 100 2 22
100 100

2 21 51
2 2

51 51

1 1
50 5050

1 1 50
 

例 3  （15-16 秋冬）设总体 ( ,1)~X N μ ，μ未知， , ,X X1 25 为来自X 的简单随机样本，X 是样本均

值，若 ( ) (1)~a X X χ 2 2
1 ，则 a                 . 

解    ∵ ( , )~X N μ
1
25

  ( ,1)~X N μ1   Cov( , ) ( )X X D X 1 1
1 1
25 25

 

        ∴ ( )D X X     1
1 1 241 2
25 25 25

  →  (0, )~X X N 1
24
25

 

        ∴ 由常用结论 2，
( ) (1)~

/
X X

χ
  2

211
24 25

，比对得到a 
25
24

 



第 8 讲  点估计 
知识梳理 

一  点估计的基本流程 
 

1.矩估计法 

  ① 求出分布（含待估参数 θ）的期望（含参数 θ） 

  ② 变换期望的表达式为 ( ( ))θ f E X 的形式 

  ③ 将 ( )E X 换成X ，得到矩估计量 ( )θ̂ f X  

2.极大似然估计法 
  · 假设有简单随机样本 , , nX X1  ，分布律或密度函数中含有待估参数 λ  

① 写出极大似然函数 ( )L λ ：所有X1对应取值的概率或概率密度之积 

② 取对数 ( )ln L λ （将乘积式化为加和式，方便求导） 

③ 对 ( )ln L λ 求导（若参数有多个，则分别对各个参数求偏导） 

④ 如果存在极值，找到极大值对应的 λ，作为极大似然估计量 λ̂  

如果 ( )L λ 是单调的，找到 λ取值范围的最值使 ( )L λ 达到最大值，作为极大似然估计量 λ̂  

二  点估计量的评价 

1.无偏性准则 

无偏性准则 

 θ̂是 θ的无偏估计   ( )ˆE θ θ   

2.有效性准则 

有效性准则 

 若估计量都是 θ的无偏估计，Var( )θ̂ 越小的更有效（越小越好）  

3.均方误差准则 

均方误差 

 Mse( ) [( ) ] Var( ) [ ( ) ]ˆ ˆ ˆ ˆθ E θ θ θ E θ θ    2 2   

4.相合性准则 

相合性准则 

 θ̂是 θ的相合估计   ,ˆ P
nθ θ n    

 
 
 
 



题型解析 

十四  估计量评价 

1.题型简述与解法 

  · 以填空题或大题的形式，判断某估计量是否满足四种准则之一，或已知估计评价反求参数 

  · 代入计算即可，注意要运用上一讲的结论以及期望方差的运算性质 

2.历年考试典型例题 

  ① 无偏估计 

例 1  （15-16 春夏）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , , nX X1  为来自X 的简单随机样本；若aX bX X2
1 1 2是 σ2

的无偏估计，则 ( )a b             . 

解    由无偏估计 → ( ) ( ) ( ) ( + )E aX bX X aE X bE X X a μ σ bμ σ     2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2  

      比较系数：a b  0，a 1  → b 1，因此a b  2 

  ② 有效性准则 

例 2  （16-17 春夏）总体X 的密度函数
,

( ; )
,

x
x θ

f x θ θ

  

2
2 0

0 其他

， θ 0未知， , ,X X X1 2 3是X 的简单

随机样本，设T aX bX cX  1 2 3，其中 , ,a b c 是实数. 

（1）求T 是 θ的无偏估计的充分必要条件； 

（2）问 , ,a b c 取什么值时，T 是 θ的有效估计量？说明理由. 

解    （1）T 是 θ的无偏估计   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E T aE X bE X cE X a b c E X θ      1 2 3  

           ∵ ( ) d
θ x

E X x θ
θ

 
2

20

2 2
3

  ∴ ( )a b c θ θ  
2
3

   a b c  
3
2
 

      （2）有效的前提是无偏，因此a b c  
3
2
 

∵ Var( ) Var( ) Var( ) Var( ) ( )Var( )T a X b X c X a b c X     2 2 2 2 2 2  

              由基本不等式， ( )a b c
a b c

 
  

2
2 2 2

3
 

           ∴ 当a b c  
1
2
时，Var( )T 取到最小值，此时T 是 θ的有效估计量 

  ③ 均方误差准则 

例 3  （17-18 春夏）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , ,X X1 16 是总体X 的简单随机样本，X 是样本均值.若

μ 0，用 ( )T X 216 估计 σ2，则均方误差Mse( )T             

解    ∵ (0, )~X N σ2  → (1)~X χ
σ

2 2
2

16  → ( ) σ
E X 

22

16
， ( ) σ

D X 
42

2
2
16

 



      ∴ ( ) ( )E T E X σ 
2 216 ， ( )D T σ 42  

      ∵ Mse( ) ( ) [ ( ) ]T D T E T σ σ   2 2 42  

      ∴ ( )E Y μ μ   0， ( ) Cov( , )X Xσ σ
D Y X


  

2 2
1 22

2 16 2
 

      ∵ 
( ) ( )Cov( , ) Cov( , ) Cov( , )i j j j

i j i i

X X D X D X σ
X X X X X

   

 
      

22 16 2 16
1 2 1 2

1 1 1 1

1 1 1
2 2 16 32 32 16

 

        ∴ ( ) σ σ σ
D Y σ   

2 2 2
272

2 16 16 16
  ∴ ( , )~Y N σ2

70
16
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  ④ 相合性准则 

例 4  （14-15 秋冬）随机变量 X 的概率密度为
,

( ; )
,
θ x x θ

f x θ
  

2 12 0
0 其他

.（2）若 θ 0是未知参

数，设 , , nX X1  是来自总体 X 的样本，
X

1 是 θ的相合估计吗？答：         （是或不是）. 

解    ( ) d
θ

E X θ x x θ


 
1

2 2 1

0

22
3

 ∴ 
( )

P θ θ
E XX

  
1 1 3

2
 → 不是相合估计 

十五  求矩估计并评价 

1.题型简述与解法 

  · 按照求矩估计的流程依葫芦画瓢即可：求 ( )E X  → 转换成 θ的形式 → 将 ( )E X 换成X  

2.历年考试典型例题 

例 1  （15-16 秋冬）设总体X 的分布律如下表，其中 θ 0 1为未知参数. 

X  0 1 3 6 

概率 
θ

2
 θ

2
 ( )θ2 1

3
 θ1

3
 

（1） , , nX X1  为来自X 的简单随机样本，求 θ的矩估计量 θ̂1，并判断其是否为无偏估计量，是否

为相合估计量，说明理由； 

解    ( )( ) θ θ θ θ θ
E X

 
         

2 1 1 70 1 3 6 4
2 2 3 3 2

 → ( ( ))θ E X 
2 4
7

 

      ∴ 矩估计量 ( )θ̂ X 1
2 4
7

，其中
n

i
i

X X
n 

 
1

1
 

      ∵ ( ) ( ( )) ( ( )) ( )ˆE θ E X E X θ θ       1
2 2 2 74 4 4 4
7 7 7 2

  ∴ 是无偏估计 

         n ， ( ) ( ( ))ˆ Pθ X E X θ    1
2 24 4
7 7

  ∴ 是相合估计 

十六  求极大似然估计并评价 



1.题型简述与解法 

  · 按照求极大估计的流程依葫芦画瓢即可：列出 ( )L λ → 取对数 → 求导 → 找最大值 

  · 注意：如果 ( )L λ 是单调函数，就要找 λ的取值范围，此时如果密度函数给出 x λ 0 之类的 

          就能得到 λ的最值，即max{ }iX 之类 

  · 因此在求期望时就需要用到第 5 讲求随机变量函数的分布函数的技巧了 

  · 此外，有时还要求 ( )?P X 的极大似然估计，将参数的极大似然估计代入即可 

2.历年考试典型例题 

例 1  （16-17 秋冬）大学新生报到时，无家长陪同，1 位家长陪同，2 位家长陪同的概率分别为 θ，

( ) /θ1 4， ( ) /θ3 1 4（这里 θ未知）.现按简单随机抽样调查了 100 名新生，设新生中陪同的家

长数是 0 位、1 位、2 位的人数分别是 , ,n n n0 1 2 ， 100n n n  0 1 2 .设Y 表示 100 个新生中无家

长陪同的人数. 

（2）求 ( )P Y13 的近似值（用 θ表示） 

（3）（节选）求 θ的极大似然估计量； 

（4）（节选）若n 0 10，n 1 26，n 2 64，求 θ的极大似然估计值，以及 ( )P Y13 的极大似然

估计近似值. 

解    （2）由题意 (100, )~Y B θ ，因此 ( , ( ))~Y N θ θ θ100 100 1  

           ∴ ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

ΦY θ θ θ
P Y P

θ θ θ θ θ θ

  
   

  

100 13 100 13 10013
100 1 100 1 100 1

 

（3） ( )( ) ( )
n n

n
i i

i

θ θ
L θ P X x θ



                 
1 2

0

100

1

1 3 1
4 4

 

           取对数： ( ) ( ) ( )ln ln lnL θ n θ n n θ C    0 1 2 1 （C为与 θ无关的值） 

           求导： d ( )
d

ln n n nL θ

θ θ θ


  


0 1 2 0

1
 → ˆ n n

θ
n n n

 
 

0 0

0 1 2 100
 

      （4）代入n 0 10： ˆ .θ 
10 0 1
100

 

           ( ) ( )Φ .P Y  13 1 0 84 

例 2  （20-21秋冬）设总体X的概率密度函数为 ,( , )
,

θ
x θ

f x θ x
x θ

  

2

3
2

0
，其中 θ 0是未知参数， , , nX X1 

是总体 X 的简单随机样本， 

（2）求 θ的极大似然估计量 θ̂2，并判断其是否为 θ的无偏估计量，说明理由. 

解    ( ) ( ; ) ( , , )
n nn n

i nn
i i i

i
i

θ θ
L θ f x θ X X θ

X
X 



    


2 2

13
31 1

1

2 2
  



      取对数： ( ) ( )ln ln ln ln
n

i
i

L θ L θ n n θ X


    
1

2 2 3  → ( )L θ 单调递增 

      ∴ 当 θ取到最大值时， ( )L θ 达到最大值   ∵ , , nX X θ1   → { }ˆ min iθ X2  

      下面判断 θ̂2是否为无偏估计 

      ( ) (min{ } ) ( , , ) ( ) [ ( )]ˆ n n
i n XP θ z P X z P X z X z P X z F z            2 11 1 1 1  

      ∴ 
,

( )
,X

x θ
F x θ

x θ
x

   

2

2

0

1
 → 

,
( ) [ ( )]

,
n n

Z X

n

z θ
F z F z θ

z θ
z

      

2

2

0
1 1

1
 

      ∴ 
,

( ) ( )
,

n
Z Z

n

z θ
f z F z nθ

z θ
z 

   

2

2 1

0
2   ( ) dˆ

n

nθ

nθ n
E θ z θ θ

nz


  


2

2 2
2 2

2 1
 

      ∴ θ̂2不是 θ的无偏估计 

例 3 （ 18-19 春夏）设总体 X 的分布律为 ( )P X a 0 ， ( )P X b 1 ， ( )P X a b  2 ，

( ) ( )P X a b   3 1 2 .未知参数a 0，b 0， .a b 0 5， , ,X X1 400 是总体X 的简单随机样

本，其中 0，1，2，3 分别出现 60，100，140，100 次.（1）求 ,a b 的极大似然估计值； 

解    ( , ) ( ; , ) ( ) [ ( )]
n

i
i

L a b P X x a b a b a b a b


      60 100 140 100

1
1 2  

      ( , ) ( ) [ ( )]ln ln ln ln lnL a b a b a b a b      60 100 140 100 1 2  

      含有两个参数，因此求偏导： 

      

( , )
( )

( , )
( )

ln

ln

L a b

a a a b a b

L a b

b b a b a b


  

   


  
   

60 140 200
1 2

100 140 200
1 2

 → 解得
ˆ /
ˆ /

a

b

  

9 64

15 64
（严格上讲要求二阶导验证） 



第 9 讲  区间估计与假设检验 
知识梳理 

一  枢轴量与抽样分布的上α分位数 
 

1.常用正态总体枢轴量 

分布名称 待估参数 条件 枢轴量 

单个正态总体 

μ  σ2已知 (0,1)~
/

X μ
N

σ n

  

μ  σ2未知 ( 1)~
/

X μ
t n

S n


  

σ2  —— 
( ) ( )~n S

χ n
σ




2
2

2

1 1  

两个正态总体 

μ μ1 2  σ2已知 
( - ) (0,1)1 2

2 2
1 1 2 2

~
/ /

X Y μ μ
N

σ n σ n

 


 

μ μ1 2  σ2未知 
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

/σ σ2 2
1 2  σ2已知 

( -1) ( -1, )
( -1)

2 2
1 1 1

1 22 2
2 2 2

/
~ 1

/
n S σ

F n n
n S σ

  

  · 注： wS   

2.上 α 分位数 

  · 设Y 遵从某种分布（标准正态分布、 t分布、χ2 分布、F 分布中的一种） 

若存在实数a 使得 ( )P Y a α  ，则称 a 为该分布的上 α分位数 

分布 分位数符号 性质 

(0,1)N  αz  α αz z 1  

( )χ n2
 ( )αχ n2  —— 

( )t n  ( )αt n  ( ) ( )α αt n t n 1  

( , )F n n1 2  ( , )αF n n1 2  ( , )
( , )α

α

F n n
F n n 1 1 2

1 2

1
 

  · 相当于分布函数的反函数，已知概率反求取值 

二  区间估计与参数假设检验的基本原理 

1.区间估计的基本原理 

  · 以估计 σ2未知下的μ为例 



由于简单随机样本 , , nX X1  的样本均值X 和样本方差S2 都是随机变量 

→ 枢轴量
/

X μ

S n

 也是一个一元连续型随机变量，且满足 ( )t n 分布 

→ ( )t n 分布函数完全已知，可以计算
/

X μ

S n

 落入某个区间 ( , )a b 的概率 

→ 现在我们选择一个区间 ( , )a b ，使得
/

X μ

S n

 落入 ( , )a b 的概率为 95%， a 和 b 是完全确定的 

→ 则有 ( ) %
/

X μ
P a b

S n


   95 ，变换内部的不等式得到 ( ) %n n

P X b μ X a
S S

     95  

也就是说，当我们随机取样获得样本统计值时，待估参数 μ落在上述区间的概率为 95% 

由于区间可以任意选择，因此我们通常会选择区间长度最短的 ( ),a b  

2.参数假设检验的基本原理 

  · 以检验 σ2未知下的μ为例 

原假设的 μ已知的前提下，我们可以直接计算
/

X μ

S n

 落入某个区间 ( , )a b 的概率 

比如通过计算，可以找到一个区间 ( , )a b ，
/

X μ

S n

 落在区间 ( , )a b 外的概率为 5% 

显然这个概率非常小，如果我们取样统计，发现这个小概率事件发生了，那么我们就拒绝原假设 

因此只要
/

X μ

S n

 落在区间 ( , )a b 外就拒绝原假设，这个外区间就是拒绝域 

  · P 值的解释 

原假设的 μ已知的前提下，我们可以直接计算
/

X μ

S n

 落入某个区间 ( , )a b 的概率 

现在我们取样统计，得到了一个枢轴量T ，这个T 可能比较偏僻 

按照原假设的分布，我们可以计算出枢轴量取值比现在这个T 更偏僻更极端的概率 

如果这个概率非常小（如小于规定的 5%），那我们也认为这次抽样属于小概率事件发生了 

因此拒绝原假设 

  



题型解析 

十七  求待估参数的置信区间 

1.题型简述与解法 

  · 以填空题或大题的形式，求出某正态总体的待估参数的置信区间 

  · 按照如下步骤进行（考试直接写出置信区间的表达式即可，不用写推导过程）： 

  ① 确定区间估计类型（如 σ2未知求 μ），在下表中选择对应的枢轴量 ( )G θ  

     这个 ( )G θ 应当含有待估参数 θ，且不能含有其他未知参数 

分布名称 待估参数 条件 枢轴量 

单个正态总体 

μ  σ2已知 (0,1)~
/

X μ
N

σ n

  

μ  σ2未知 ( 1)~
/

X μ
t n

S n


  

σ2  —— 
( ) ( )~n S

χ n
σ




2
2

2

1 1  

两个正态总体 

μ μ1 2  σ2已知 
( - ) (0,1)1 2

2 2
1 1 2 2

~
/ /

X Y μ μ
N

σ n σ n

 


 

μ μ1 2  σ2未知 
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

/σ σ2 2
1 2  σ2已知 

( -1) ( -1, )
( -1)

2 2
1 1 1

1 22 2
2 2 2

/
~ 1

/
n S σ

F n n
n S σ

  

  ② 确认置信区间的类型，写出对应的置信区间（此处用 ( )αg n 代表分位数） 

检验类型 置信区间原始式 

双侧置信区间  ( ) ( ) ( )/ /α αg n G θ g n  1 2 2   

单侧置信上限  ( ) ( )αG θ g n 1   

单侧置信下限  ( ) ( )αG θ g n   

  ③ 对P 内部的不等式进行变换，将待估参数 θ分离出来，得到置信区间表达式 

  ④ 将统计值、n 、 αg 或 αg 1 代入，就得到置信区间或单侧置信上下限 

  · 这种方法只需记住枢轴量以及置信区间类型对应的不等式形式，无需记忆大量的置信区间 

2.历年考试典型例题 

例 1  设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , , nX X1  为来自X 的简单随机样本，设样本均值为x ，样本标准差为 s ，

置信水平为 95% 

（1）（15-16 春夏）若n 16， 5.098x  ， 1.200s ，则 σ2的单侧置信上限为             ； 

（2）（15-16 秋冬）若n  9， 2.15x  ， 0.9s ，则 σ2的双侧置信区间为               ； 



（3）（17-18 秋冬）若n  9， 1.8x  ， ( ) 30.6i
i

x x


 
16

2

1
，则 μ的置信区间为               。 

解    （1）（2） 判断类型：求 σ2，因此选择枢轴量 ( ) ( )~n S
χ n

σ




2
2

2

1 1  

（1） · 判断区间类型：单侧置信上限，选择 
( ) ( )α

n S
χ n

σ 




2
2
12

1
 

            · 变换： ( ) ( )( )
( )α

α

n S n S
χ n σ

σ χ n


 
  

2 2
2 2
12 2

1

1 1  

            · 代入数据，得单侧置信上限为
( ).

s

χ


2

2
0 95

15
16

2.975 

      （2） · 判断区间类型：双侧置信区间，选择 
( )( ) ( )/ /α α

n S
χ n χ n

σ


 

2
2 2
1 2 22

1
 

            · 变换： ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )/ /

/ /
α α

α α

n S n S n S
χ n χ n σ

σ χ n χ n 


  
    

2 2 2
2 2 2
1 2 1 22 2 2

2 1 2

1 1 1  

            · 代入数据，得置信区间为 , (0.37,2.97). .
. .

       

2 28 0 9 8 0 9
17 5 2 18

 

      （3） 判断类型： σ2未知，求μ，选择枢轴量 ( 1)~
/

X μ
t n

S n


  

· 判断区间类型：双侧置信区间，选择 ( ) ( )/ //α α

X μ
t n t n

S n



   1 2 21 1  

            · 变换： ( ) ( )/ /α α

S S
X t n μ X t n

n n
     2 1 21 1  

            · 代入数据，得单侧置信上限为 30.6 30.6( 2.13,1.8 ). .   1 8 2 13
16 16

，即 (1.04,2.56)  

例 2  （18-19 秋冬）为验证某汽车厂生产的汽车平均每公升汽油行驶里程是否达到 15km 以上，随机

选取 16 辆车，记录下每辆车每公升汽油行驶的千米数，得到样本均值 14.22x  ，样本方差

1.2s 2 2，假设数据来自正态分布 ( , )N μ σ2 。 

（2）现有另一汽车厂生产的同类型汽车，其每公升汽油行驶的千米数 ( , )~ YY N μ σ2 ，随机选取

该类型汽车 11 辆车，测得样本均值 14.97y  ，样本方差 1.4ys 2 2，求 Yμ μ 的置信度为

95%的双侧置信区间。（保留两位小数） 

解    · 判断类型：μ μ1 2 （ σ2均未知），因此选择 ( ) ( ) ( )1 2
1 2

1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

· 判断区间类型：双侧置信区间，选择
( ) ( )( ) ( )/ // /α α

w

X Y μ μ
t n n t n n

S n n


  
     


1 2

1 2 1 2 2 1 2
1 2

2 2
1 1

 

      · 变换： ( ) ( )/Y w αμ μ X Y S t n n
n n

      2 1 2
1 2

1 1 2  

      · 代入数据，解得置信区间为 (-1.79,0.29)  



十八  求拒绝域并检验假设 

1.题型简述与解法 

  · 实际上考试从来没有求过拒绝域，检验假设通常都会要求计算P 值，P 值都算出来了谁还算拒绝域啊！ 

  ① 根据要检验的参数，选择对应的检验统计量G（下表以双边检验为例） 

分布名称 原假设 条件 检验统计量 

单个正态总体 

μ μ 0  σ2已知 (0,1)~
/

X μ
Z N

σ n


  

μ μ 0  σ2未知 ( 1)~
/

X μ
T t n

S n


   

σ σ2 2
0  —— 

( ) ( )~n S
χ n

σ




2
2

2

1 1  

两个正态总体 

μ μ1 2  σ2已知 
( - ) (0,1)1 2

2 2
1 1 2 2

~
/ /

X Y μ μ
N

σ n σ n

 


 

μ μ1 2  σ2未知 
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

σ σ2 2
1 2  σ2已知 

( -1) ( -1, )
( -1)

2 2
1 1 1

1 22 2
2 2 2

/
~ 1

/
n S σ

F n n
n S σ

  

② 根据检验类型，选取对应的拒绝域公式并计算 

检验类型 条件 拒绝域 

左侧检验 H0 ： θ θ 0  { }αW G g  0 1  

右侧检验 0H ： 0θ θ  { }αW G g 0  

双侧检验 0H ： 0θ θ  
{ }/| | αW G g 0 2 （μ相关） 

{ }/ /α αW G g G g   0 2 0 2 （ σ2相关） 

  ③ 计算枢轴量G0，如果落在了拒绝域内，就拒绝原假设 

2.历年考试典型例题 

例 1  （19-20 春夏）为了解某县粮食产量情况，随机调查该县 64 个乡当年的粮食产量，得到样本均值

为 1120 吨，样本方差 108900，设乡粮食产量（单位：吨） ( , )~X N μ σ2 ， ,μ σ2 未知. 

在显著水平 0.05 下检验假设 : , : 1000H μ H μ 0 11000  

解    · 确定类型： σ2未知，检验μ，取枢轴量
/

X μ
T

S n


  

      · 确定检验类型：右侧检验，取拒绝域 { ( )}αW T t n  0 1 ( )αT t n 0 1  

      · 计算 .
/

T


 0
1120 1000 2 909
108900 64

， ( ). .t 0 05 63 1 669   → ( ).T t0 0 05 63 ，拒绝原假设 



十九  求 P 值并检验假设 

1.题型简述与解法 

  · 以填空题或大题的形式，根据样本值求出某正态总体的P ，并判断是否拒绝原假设 

  ① 根据要检验的参数，选择并计算对应的检验统计量G  

分布名称 原假设 条件 检验统计量 

单个正态总体 

μ μ 0  σ2已知 (0,1)~
/

X μ
Z N

σ n


  

μ μ 0  σ2未知 ( 1)~
/

X μ
T t n

S n


   

σ σ2 2
0  —— 

( ) ( )~n S
χ n

σ




2
2

2

1 1  

两个正态总体 

μ μ1 2  σ2已知 
( - ) (0,1)1 2

2 2
1 1 2 2

~
/ /

X Y μ μ
N

σ n σ n

 


 

μ μ1 2  σ2未知 
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

~ 2
1 / 1 /w

X Y μ μ
t n n

S n n

  
 


 

σ σ2 2
1 2  σ2已知 

( -1) ( -1, )
( -1)

2 2
1 1 1

1 22 2
2 2 2

/
~ 1

/
n S σ

F n n
n S σ

  

 

  ② 根据检验类型，选择对应的P 值公式并计算 

检验类型 条件 P 值公式 

左侧检验 H0 ： θ θ 0  ( )P P g G   0  

右侧检验 0H ： 0θ θ  ( )P P g G   0  

双侧检验 0H ： 0θ θ  
( |)|P P g G   02 （ μ相关） 

{ ( ), ( )}minP P g G P g G   0 02 （ σ2相关） 

     具体方法：在试卷第一页抬头寻找 Ag G 0，则 ( )P g G A  0 1 ， ( )P g G A 0  

  ③ 如果P α  ，则拒绝原假设 

2.历年考试典型例题 

例 1  （18-19 春夏）为调查某减肥药的疗效，随机选择 16 位服药一个疗程的使用者，记录他们的减肥

重量X （单位：公斤），假设 ( , )~X N μ σ2 ，已测得样本均值 1.18x  ，样本标准差 1.6s . 

（1）对于假设： : 0, : 0H μ H μ 0 1 ，求P 值并进行检验（取 0.05α ）； 

解    （1） σ2未知检验 μ  → 取检验统计量 

/
X μ

T
S n


  → . .

. /
T


 0

1 18 0 2 95
1 6 16

 



           右侧检验 → ( (15) )P P t T   0  

           ∵ (15). .t 0 005 2 95  →  . .P  0 005 0 05 → 拒绝原假设 

例 2    （14-15 春夏）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， , , nX X1  为来自X 的简单随机样本，若取得容量是 9 的

样本，计算得样本均值 1.896x  ，样本标准差为 0.8s ，则假设 : , :H μ H μ 0 11 1的 P 值

为         ，若显著水平为 0.05，则应该拒绝还是接受原假设                 . 

解      σ2未知检验μ  → 取检验统计量 

/
X μ

T
S n


  → . .

. /
T


 0
1 896 1 3 36
0 8 9

 

        双侧检验 → ( (8) )P P t T   0  

        ∵ (8). .t 0 005 3 36   →  . .P  0 005 0 05 → 拒绝原假设 

例 3   （19-20 秋冬） 为了解某市两所高校学生的消费情况，在两所高校各随机调查 100 人，调查结果

为甲校学生月平均消费 2583 元，样本方差 882669，乙校学生月平均消费 2439 元，样本方差

678976，设甲校学生月平均消费额 ( , )~X N μ σ21 ，乙校学生月平均消费额 ( , )~Y N μ σ22 2 ，

, , ,μ μ σ σ2 2
1 2 1 2 未知，两个样本独立. 

（1）在显著水平 0.05 下检验假设 : , :H σ σ H σ σ 2 2 2 2
0 1 2 1 1 2 ，并计算相应的P 值； 

解      检验 σ σ2 2
1 2  → 取检验统计量 

(99,99)~S
F F

S


2
1
2
2

 → 1.30F 0  

        双侧检验 → ( (99, ) 1.30) .P F  99 0 1 → ( (99, ) 1.30) . .P P F    2 99 0 2 0 05  → 接受 

例 4    （17-18 秋冬）设总体 ( , )~X N μ σ2 ， ,μ σ2 均未知， , ,X X1 16 是总体X 的简单随机样本，X

是样本均值，若计算得 1.8x  ， ( ) 30.6i
i

x x


 
16

2

1
，为检验假设 : , :H σ H σ 2 2

0 11 1 ，

P         ，若显著水平 0.05α ，应该拒绝还是接受原假设？答：                       . 

解      检验 σ2  → 取检验统计量 

( ) ( )~n S
χ χ n

σ


 

2
2 2

2
1 1  → .χ 2

0 30 6  

        右侧检验 → ( )P P χ χ  2 2
0 ，由 0.01 (15) 30.6χ 2  → . .P  0 01 0 05  → 拒绝原假设 

  



二十  拟合优度检验 

1.题型简述与解法 

  · 已知总体X 的大量样本数据，使用拟合优度检验判断X 是否服从指定分布 

  ① 将X 的取值范围划分为 k个区间，获得各个区间内数据数量 in （实际频数） 

     · 如果X 是连续型，则要将将X 的取值范围划分为 k 个区间（题目已经划分好了） 

  ② 假设X 服从该分布，计算X 在各个区间内的理论频数 inp  

     · n 为样本数， ip 为X 落在区间 i的概率 

     · 如果分布含有未知参数，则先用极大似然法估出参数（这种情况题目一般会设两问） 

  ③ 计算统计量χ2 ，若 ( )αχ χ k 2 2 1 ，则接受原假设，否则拒绝原假设 

拟合优度统计量 

 
( )k

i i

i i

n np
χ

np




2
2

1

  

2.历年考试典型例题 

例 1  （18-19 春夏）设总体X 取值 0，1，2，3，4，5，对总体进行 100 次观察，其中 0，1，2，3，4，

5 分别观察到 11，18，19，21，16，15 次. 

（1）若总体的分布律如下表所示，未知参数 (0,1)p ，求参数 p 的极大似然估计值 p̂ ； 

X  0 1 2 3 4 5 
概率 0.25p  0.5 ( )p p1  0.5 ( )p p1  ( )p 21  0.5p  0.25p  

（2）在显著水平 0.05 下，用 χ2 拟合优度检验法检验假设： :H X0 的分布律如上表所示.  

解   （1） ( ) (0.25 ) [0.5 ( )] ( ) (0.5 )L p p p p p p  20 37 42 361 1  

          → ( ) ( )ln ln lnL p p p C   79 79 1  

          → d ( ) ( )
d

ln L p
p

p p p
    


1 1 179 0

1 2
 

          → 当p 
1
2
时， ( )L p 取极大值 → p̂ 

1
2
 

     （2）取 p̂ 
1
2
，计算理论频数如下表所示 

X  0 1 2 3 4 5 
理论频数 12.5 12.5 12.5 25 25 12.5 
实际频数 11 18 19 21 16 15 

(12.5-11) (12.5-18) (12.5-19) (25-21) (25-16) (12.5-15)
. . . . .

χ      
2 2 2 2 2 2

2

12 5 12 5 12 5 25 12 5 12 5
 

(5-1).. . χ   2
0 0510 36 9 49  → 拒绝原假设 
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