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1 古典概型和概率空间

2 随机变量和概率分布

2.1 随机变量及其独立性

2.1.1 随机变量

设 Ω 是试验 S 的样本空间，对于事件 A，示性函数 I[A] = IA 是 Ω 上

的函数，满足

{ω|IA(ω) ≤ x} =


∅,when x < 0

A,when x ∈ [0, 1)

Ω,when x ≥ 1

于是无论 x 取何值，{IA ≤ x} := {ω|IA(ω) ≤ x} 都是事件。我们将 Ω 上有

这种性质的函数称为随机变量。

定义 1.1 设 (Ω,F) 是可测空间，如果 Ω 上的函数 X(ω) 满足：对任何

实数 x,
{ω|X(ω) ≤ x} ∈ F (1.1)
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就称 X(ω) 是可测空间 (Ω,F) 上的随机变量，简称为随机变量。

用 R 表示全体实数 (−∞,+∞)，用 C 表示 R 的左开右闭的子区间的
全体，用 B 表示 C 中的子区间们经过交集、余集和可列并的运算及其反复
运算得到的集合的全体，则 B 是 σ 域。通常称 B 为 Borel 域，称 B 中的
元素为 Borel 集。

定理 1.1 设 X 是可测空间 (Ω,F) 上的随机变量，则对任何 Borel 集
A，有

{X ∈ A} := {ω|X(ω) ∈ A} ∈ F

下面把一维 Borel 集推广的 n 维 Borel 集。用 Rn 表示 n 维向量空间：

Rn = {(x1, x2, ..., xn)|xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n}

用 Cn 表示 Rn 的全体子立方体。用 Bn 表示 Cn 中的立方体们经过交集、余

集和可列并的运算及其反复运算得到的集合的全体，则 Bn 是 σ 域，称为

n 维 Borel 域；称 Bn 中的元素是 n 维 Borel 集。这样，(Rn,Bn) 是可测

空间。

设 φ(x1, x2, ..., xn) 是 Rn 上的 n 元实函数，如果

{(x1, x2, ..., xn)|φ(x1, x2, ..., xn) ≤ x} ∈ Bn

对任何实数 x 成立，则它是 (Rn,Bn) 上的随机变量。可测空间 (Rn,Bn) 上

的随机变量又被称为 Borel 可测函数，简称为可测函数。
定理 1.2 如果 X 是可测空间 (Ω,F) 上的随机变量，g(x) 是可测函数，

则 Y = g(X) 是 (Ω,F) 上的随机变量。

2.1.2 随机变量的独立性

定义 1.2 设 X1, X2, ... 是随机变量
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(1) 如果对任何实数 x1, x2, ..., xn.

P (X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn) = P (X1 ≤ x1)...P (Xn ≤ xn)

则称随机变量 X1, X2, ..., Xn 相互独立。

(2)如果对任何 n,X1, X2, ..., Xn 相互独立，则称随机变量序列 {Xj}相
互独立。这时称 {Xj} 是独立序列。

定理 1.3 设 X1, X2, ..., Xn 相互独立，则对任何 Borel 集 A1, A2, ..., An，

事件

{X1 ∈ A1}, {X2 ∈ A2}, ..., {Xn ∈ An}

相互独立

定理 1.4 设随机变量 X1, X2, ..., Xn 相互独立，g1(x), g2(x), ..., gn(x) 是

一元实函数，φ(x1, x2, ..., xk) 是 k 元实函数，则

(1) 随机变量 g1(X1), g2(X2), ..., gn(Xn) 相互独立；

(2) 随机变量 φ(X1, X2, ..., Xk), Xk+1, Xk+2, ..., Xn 相互独立。

2.2 离散型随机变量

定义 2.1 如果随机变量 X 只取有限个值 x1, x2, ..., xn，或可列个值

x1, x2, ...，就称 X 是离散型随机变量，简称为离散随机变量。

定义 2.2 设 X 是离散型随机变量，称

P (X = xk) = pk, k ≤ 1 (2.1)

为 X 的概率分布，称 {pk} 是概率分布列，简称为分布列。
下面是常用的几种随机变量及其概率分布。

A. 两点分布 B(1, p)

如果 X 只取指 0 或 1，概率分布是

P (X = 1) = p, P (X = 0) = q, p+ q = 1 (2.2)
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则称 X 服从两点分布（伯努利分布 (Bernoulli) 分布），记作 X ∼ B(1, p)

任何试验，当只考虑成功与否时，就可以用两点分布的随机变量描述。

B. 二项分布 B(n, p)

如果随机变量有如下的概率分布：

P (X = k) =

(
n

k

)
pkqn−k, k = 0, 1, ..., n (2.3)

则称 X 服从二项分布，其中 pq > 0, p+ q = 1，记作 X ∼ B(n, p)

二项分布的背景：设试验 S 成功的概率为 p，将试验 S 重复 n 次，用

X 表示成功的次数，则 X ∼ B(n, p)

C. 泊松 (Poisson) 分布 P(λ)

如果随机变量 X 有如下的概率分布：

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, ... (2.4)

则称 X 服从参数是 λ 的泊松分布，简记为 X ∼ P(λ)，这里 λ 是正常数。

D. 超几何分布 H(n,M,N) 如果 X 的概率分布是

P (X = m) =

(
M
m

)(
N−M
n−m

)(
N
n

) ,m = 0, 1, ...,M (2.5)

就称 X 服从超几何分布，记作 X ∼ H(n,M,N)

E. 几何分布
如果随机变量 X 有如下分布：

P (X = k) = qk−1p, k = 1, 2, ..., pq > 0, p+ q = 1 (2.6)

就称 X 服从参数是 p 的几何分布。

定理 2.1 取正整数值的随机变量 X 服从几何分布的充分必要条件是
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X 有无记忆性：对每个 k ≥ 1，

P (X = k + 1|X > k) = P (X = 1) (2.7)

证明若 (2.6) 式成立，用条件概率公式得到：

P (X = k + 1|X > k) =
P (X = k + 1, X > k)

P (X > k)

=
P (X = k + 1)

P (
∞⋃

j=k+1

){X = j}

=
qkp

∞∑
j=k+1

qj−1p
= p = P (X = 1)

若 (2.7) 式成立，设 rk = P (X > k)，利用 {X = k + 1} = {X >

k} − {X > k + 1} 得到

p = P (X = k + 1|X > k) =
P (X > k)− P (X > k + 1)

P (X > k)
= 1− rk+1

rk

于是，用 r0 = P (X > 0) = 1，得到

rk+1 = (1− p)rk = (1− p)2rk−1 = ... = qk+1

最后得到

P (X = k) = rk−1 − rk = qk−1p

2.3 连续型随机变量

定义 3.1设 X 是随机变量，如果存在非负函数 f(x)使得对任何 a < b，

P (a < X ≤ b) =

∫ b

a

f(x) dx (3.1)
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就称 X 是连续型随机变量，称 f(x) 是 X 的概率密度函数，简称为概率密

度或密度。

注：可以证明在 R 上积分等于 1 的非负函数一定是某个随机变量的概
率密度函数。

下面介绍几个常见的连续型随机变量。

A. 均匀分布 U(a, b)
对 a < b，如果 X 的密度是

f(x) =

 1
b−a

, x ∈ (a, b)

0, x /∈ (a, b)
(3.2)

就称X 服从区间 (a, b)上的均匀分布，记作X ∼ U(a, b)。这里 U 是 Uniform
的缩写。

对任何 Borel 集，如果 A 的测度 m(A) =
∫
A
dx ∈ (0,∞)，可以类似定

义 A 上的均匀分布：如果 X 的密度是

f(x) =

 1
m(A)

, x ∈ A

0, x /∈ A
(3.3)

就称 X 服从 Borel 集 A 上的均匀分布，记作 X ∼ U(A)。这时，对任何
Borel 集 B，

P (X ∈ B) =
m(AB)

m(A)
(3.4)

B. 指数分布 E(λ)
对正常数 λ，如果 X 的密度是

f(x) =

λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0
(3.5)

就称 X 服从参数为 λ的指数分布，记作 X ∼ E(λ)。这里 E 是 Exponential
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的缩写。

当随机变量 X 使得 P (X < 0) = 0，就称 X 是非负随机变量。

定理 3.1 设 X 是连续型非负随机变量，则 X 服从指数分布的充分必

要条件是对任何 s, t ≥ 0，有

P (X > s+ t|X > s) = P (X > t) (3.6)

性质 (3.6) 称为无后效性或无记忆性。无后效性是指数分布的特征。
证明：设 X ∼ E(λ)，利用

P (X > x) =

∫ ∞

x

λe−λs ds = e−λx (3.7)

和条件概率公式得到：

P (X > s+ t|X > s) =
P (X > s+ t)

P (X > s)
=

e−λ(s+t)

e−λs

= e−λt = P (X > t)

设 X 有无后效性 (3.6)，用 f(x) 表示 X 的概率密度，则

G(x) := P (X > x) =

∫ ∞

x

f(t) dt (3.8)

是连续函数。由无后效性

P (X > s+ t|X > s) =
P (X > s+ t)

P (X > s)
= P (X > t)

得到 G(s+ t) = G(s)G(t) > 0。解函数方程得到 G(x) = e−λx，最后，对任
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何 0 ≤ a < b，从

P (a < x ≤ b) = P (X > a)− P (X > b)

= e−λa − e−λb =

∫ b

a

λe−λs ds

C. 正态分布 N(µ, σ2)

设 µ 是常数，σ 是正常数。如果 X 的密度是

f(x) =
1√
2πσ2

exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
, x ∈ R (3.9)

则称 X 服从参数 (µ, σ2) 的正态分布，记作 X ∼ N(µ, σ2)。这里 N 是

Normal 的缩写。特别，当 X ∼ N(0, 1) 时，称 X 服从标准正态分布。用特

定的符号 φ 表示：

φ(x) =
1√
2π

exp

(
−x2

2

)
, x ∈ R (3.10)

正态分布的密度函数呈钟的形状，所以有人将它称作钟型分布。正态

密度函数 (3.9) 有如下的简单性质：
(1)f(x) 关于 x = µ 对称；

(2)f(µ) = 1√
2πσ2
是最大值;

(3)f(x) 在 x± σ 处有拐点;
对 X ∼ N(µ, σ2)，在许多的应用问题中会遇到计算概率 P (X ≤ a) 的

问题。为了使用方便，引入

Φ(a) =

∫ a

−∞
φ(x) dx (3.11)

利用 φ(x) 的对称性得到

Φ(x) + Φ(−x) = 1, x ∈ R (3.12)
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并且，只要 X ∼ N(µ, σ2)，就有

P (X ≤ a) =
1√
2πσ2

∫ a

−∞
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
dx

=
1√
2π

∫ (a−µ)/σ

−∞
exp

(
−x2

2

)
dx

= Φ(
a− µ

σ
)

(3.13)

利用公式 (3.12) 和 (3.13) 可以计算，当 X ∼ N(µ, σ2) 时，

P (|X − µ|≤ σ) = Φ(1)− Φ(−1) = 2Φ(1)− 1 = 68.27%

P (|X − µ|≤ 2σ) = Φ(2)− Φ(−2) = 2Φ(2)− 1 = 95.45%

P (|X − µ|≤ 3σ) = Φ(3)− Φ(−3) = 2Φ(3)− 1 = 99.73%

P (|X − µ|≤ 6σ) = Φ(6)− Φ(−6) = 2Φ(6)− 1 = 99.999999802682%

D.Γ(α, β) 分布
设 α, β 是正常数，Γ(α) 由积分

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx (3.14)

定义。如果 X 的密度是

f(x) =


βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x ≥ 0

0, x < 0
(3.15)

就称 X 服从参数为 (α, β) 的 Gamma 分布，记作 X ∼ Γ(α, β)
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2.4 概率分布函数

定义 4.1 对随机变量 X，称 x 的函数

F (x) = P (X ≤ x)

为 X 的概率分布函数，简称为分布函数。

下面是分布函数 F (x) 的常用性质：

(1) F 单调不减右连续；

(2) F (∞) = 1, F (−∞) = 0

证明： (1) 单调不减由

F (y)− F (x) = P (x < X ≤ y) ≥ 0

得到（x < y）。由 F 的单调性和概率 P 的连续型得到

lim
n→∞

F (x+
1

n
= lim

n→∞
P (X ≤ x+

1

n
)

= P (
∞⋂
n=1

{X ≤ x+
1

n
})

= P (X ≤ x) = F (x)

(2) 由 F 的单调性和概率 P 的连续性得到

F (∞) = lim
n→∞

F (n) = lim
n→∞

P (X ≤ n)

= P (
∞⋃
n=1

{X ≤ n}) = P (X < ∞) = 1

同理可证 F (−∞) = 0。

定理 4.1 设 X 的分布函数 F 连续，数集 A 中任何两点之间的距离大
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于某个正数 δ，如果在 A 外导数 F ′(x) 存在且连续，则

f(x) =

F ′(x), x /∈ A

0, x ∈ A
(4.1)

是 X 的密度函数。

证明：对任何 a < b，不妨设 (a, b) 中只有集合 A 中的 a1, a2, ..., ak 并

且

a0 = a < a1 < a2 < ... < ak < b = ak+1

这时

P (a < X ≤ b) =
k∑

j=0

P (aj < X ≤ aj+1) =
k∑

j=0

[F (aj+1)− F (aj)]

=
k∑

j=0

∫ aj+1

aj

f(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt

由定义知 f(x) 是 X 的概率密度。

2.5 随机变量函数的分布

定理 5.1 设 X 有密度函数 f(x), D ⊂ R = (−∞,∞), Y = g(X), P (Y ∈
D) = 1. 如果

(1) 对 y ∈ D, {Y = y} =
n⋃

i=1

{X = hi(y)};

(2) 每个 hi(y) 是 D 到其值域 Di 的可逆映射，在 D 内有连续的导数;
(3)D1, D2, .., Dn 互不相交，

则 Y 有密度函数

fY (y) =


n∑

i=1

f(hi(y))|h′
i(y)|, y ∈ D

0, y /∈ D

(5.1)
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* 证明设 fY (y) 由 (5.1) 式定义。对 a < b 和 A = (a, b]，当 AD = ∅
时，有 A ⊂ D，于是

P (a < Y ≤ b) = 0 =

∫
A

fY (y) dy

下面设 AD ̸= ∅。设 hi(y) 把 AD 映射到 Ai ⊂ Di，则该映射是可逆的，且

A1, A2, ..., An 互不相交。

根据已知条件得到：

{Y ∈ AD} =
n⋃

i=1

{X ∈ Ai}

事件 {X ∈ Ai}(i = 1, 2, ..., n) 互不相容。得到：

P (a < Y ≤ b) = P (Y ∈ AD) =
n∑

i=1

P (X ∈ Ai) =
n∑

i=1

∫
Ai

f(x) dx

=
n∑

i=1

∫
AD

f(hi(y))|h′
i(y)| dy =

∫
AD

fY (y) dy

=

∫
A

fY (y) dy

再由概率密度定义知 fY (y) 是 Y = g(X) 的密度。

3 随机向量及其分布

3.1 随机向量及其联合分布

定义 1.1如果 X1, X2, ..., Xn 都是概率空间 (Ω,F , P )上的随机变量，就

称 X = (X1, X2, ..., Xn) 是概率空间 (Ω,F , P ) 上的 n 维随机向量，简称为

随机向量。
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定义 1.2 设 X = (X1, X2, ..., Xn) 是随机向量，称 Rn 上的 n 元函数

F (x1, x2, ..., xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ..., Xn ≤ xn)

为 X = (X1, X2, ..., Xn)的联合概率分布函数，简称为分布函数或联合分布。

容易证明，联合分布函数 F (x1, x2, ..., xn) 是 Rn 上的右连续函数，关

于每个自变元 xj 单调不减。对于 1 ≤ k < n，从 (X1, X2, ..., Xn) 的联合分

布容易得到 (X1, X2, ..., Xn) 的联合分布如下：

Fk(x1, x2, ..., xk) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ..., Xk ≤ xk)

= P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ..., Xk ≤ xk, Xk+1 ≤ ∞, ..., Xn ≤ ∞)

= F (x1, x2, ..., xk,∞, ...,∞)

(X1, X2, ..., Xk) 的分布函数 Fk(x1, x2, ..., xk) 又称为边缘分布。不难看出，

F (x1, x2, ..., xn)有 2n−2个边缘分布。边缘分布由联合分布 F (x1, x2, ..., xn)

唯一决定，但是反之不成立。

3.2 离散型随机向量及其分布

3.2.1 离散型随机变量

定义 2.1如果X1, X2, ..., Xn都是离散型的随机变量，则称X = (X1, X2, ..., Xn)

都是离散型随机变量。如果 X 所有的不同取指是

x(j1, j2, ..., jn) = (x1(j1), x2(j2), ..., xn(jn)), j1, j2, ..., jn ≥ 1

则称

pj1,j2,...,jn = P (X = x(j1, j2, ..., jn)), j1, j2, ..., jn ≥ 1

是 X 的概率分布。
设 {pj1,j2,...,jn} 是 X 的概率分布，则有
(1) pj1,j2,...,jn ≥ 0;
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(2)
∑

j1,j2,...,jn

pj1,j2,...,jn = 1;

(3) 对任何整数 k ∈ (0, n), (X1, X2, ..., Xk) 有概率分布

P (X1 = x1(j1), X2 = x2(j2), ..., Xk = xk(jk))

=
∑

jk+1,jk+2,...,jn

pj,j2,...,jn , j1, j2, ..., jk ≥ 1

称上式为 X 的边缘分布。

3.2.2 离散型随机变量的独立性

定理 2.1 设离散型的随机向量 X = (X1, X2, ..., Xn) 有概率分布，则

X1, X2, ..., Xn相互独立的充分必要条件是：对任何 (x1(j1), x2(j2), ..., xn(jn))，

有
P (X1 = x1(j1), X2 = x2(j2), ..., Xn = xn(jn))

= P (X1 = x1(j1))P (X2 = x2(j2))...P (Xn = xn(jn))

推论 2.2 设离散型随机向量 (X,Y ) 的所有不同取值是

(xi, yj), i, j ≥ 1

则 X,Y 相互独立的充分必要条件是对任何 (xi, yj),

P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi)P (Y = yj)

3.3 连续型随机向量及其联合密度

3.3.1 联合概率密度

定义 3.1 设 X = (X1, X2, ..., Xn) 是随机向量，如果有 Rn 上的非负可

积函数 f(x1, x2, ..., xn)，使得对 Rn 的任何子立方体：

D = {(x1, x2, ..., xn)|ai < xi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ n}
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有

P (X ∈ D) =

∫
D

f(x1, x2, ..., xn) dx1 dx2... dxn

就称 X 是连续型随机向量，并称 f(x1, x2, ..., xn) 是 X 的联合概率密度函
数，简称为联合密度或概率密度。

定理 3.1 (Fubini定理)设 D 是 Rn 的子区域，φ(x1, x2, ..., xn) 是 D 上

的非负函数或绝对可积函数（指取绝对值后积分有限），则对区域 D 上的

n 重积分 ∫
D

φ(x1, x2, ..., xn) dx1 dx2... dxn

可以进行累次积分计算，且积分的次序可以交换。

3.3.2 边缘密度

对 Rk 的子立方体

Dk = {(x1, x2, ..., xk)|ai < xi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ k}

定义

Dk × Rn−k = {(x1, ..., xn)|(x,..., xk) ∈ Dk, (xk+1, ..., xn) ∈ Rn−k}

则有

P ((X1, X2, ..., Xk) ∈ Dk) = P (X ∈ Dk × Rn−k)

=

∫
Dk×Rn−k

f(x1, x2, ..., xn) dx1 dx2... dxn

=

∫
Dk

(∫
Rn−k

f(x1, x2, ..., xn) dxk+1 dxk+2... dxn

)
dx1 dx2... dxk
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式中的被积函数

fk(x1, x2, ..., xk) =

∫
Rn−k

f(x1, x2, ..., xn) dxk+1 dxk+2... dxn

是 (X1, X2, ..., Xk) 的联合密度，称上式是随机向量 (X1, X2, ..., Xn) 的边缘

概率密度函数，简称为边缘密度。

3.3.3 联合分布与联合密度

定理 3.2 设 (X,Y ) 有连续的分布函数 F (x, y)，定义

f(x, y) =


∂2F (x,y)
∂x∂y

当该混合偏导数存在

0 其它

如果 ∫
R2

f(x, y) dx dy = 1

则 f(x, y) 是 (X,Y ) 的联合密度。

3.3.4 连续型随机变量的独立性

定理 3.3设对每个 i (1 ≤ i ≤ n)，随机变量 Xi 有概率密度 fi(xi)，则

X1, X2, ..., Xn 相互独立的充分必要条件是随机向量 X = (X1, X2, ..., Xn) 有

联合密度

f1(x1)f2(x2)...fn(xn), (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn
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3.4 随机向量函数的分布

3.4.1 随机向量的分布

设随机向量 (X1, X2, ..., Xn)有联合密度 f(x1, x2, ..., xn)，gi(x1, x2, ..., xn)

是 n 元函数，则

Yi = gi(X1, X2, ..., Xn), 1 ≤ i ≤ m

是随机变量，于是可以计算 (Y1, Y2, ..., Ym) 的联合分布。

引入 Borel 集

C = {(x1, x2, ..., xn)|gi(x1, x2, ..., xn) ≤ yi, 1 ≤ i ≤ m}

得到

P (Y1 ≤ y1, Y2 ≤ y2, ..., Ym ≤ ym)

= P (g1(X1, X2, ..., Xn) ≤ y1, ..., gm(X1, X2, ..., Xn) ≤ ym)

= P ((X1, X2, ..., Xn) ∈ C)

=

∫
C

f(x1, x2, ..., xn) dx1 dx2... dxn

即有

FY (y1, y2, .., ym) =

∫
C

f(x1, x2, ..., xn) dx1 dx2... dxn

=

∫
Rn

ICf(x1, x2, ..., xn) dx1 dx2... dxn

其中 IC 是集合 C 的示性函数。

如果式中的 FY (y1, y2, ..., ym) 是 Rm 上的连续函数，定义

fY (y1, y2, ..., ym) =


∂mFY (y1,y2,...,ym)

∂y1∂y2...∂ym
当该高阶偏导数存在

0 其它
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则当 ∫
Rm

fY (y1, y2, ..., ym) dy1 dy2... dym = 1

时，fY (y1, y2, ..., ym) dy1 dy2... dm 是 (Y1, Y2, ..., Ym) 的联合密度。

3.4.2 随机向量函数的联合密度

定理 4.1 设 (X,Y ) 有联合密度 f(x, y), U = u(X,Y ), V = v(X,Y ) 是

(X,Y ) 的函数，D 是平面上的区域使得 P ((X,Y ) ∈ D) = 1。如果存在 D

上的函数 xi = xi(u, v), yi = yi(u, v)(i = 1, 2, ..., n) 使得

(1) 对 (u, v) ∈ D，有 {U = u, V = v} =
n⋃

i=1

{X = xi, Y = yi};

(2) ∆i: xi = xi(u, v)

yi = yi(u, v)

是 D 到其值域 Di 的可逆映射，有连续的偏导数，并且雅可比行列式的绝

对值： ∣∣∣∣∂(xi, yi)

∂(u, v)

∣∣∣∣ ̸= 0 (u, v) ∈ Di, i = 1, 2, ..., n

(3) 集合 D1, D2, ..., Dn 互不相交，则 (U, V ) 有联合密度

g(u, v) =


n∑

i=1

f(xi(u, v), yi(u, v))
∣∣∣∂(xi,yi)

∂(u,v)

∣∣∣ , (u, v) ∈ D

0. (u, v) ∈ D

定理 4.3设X = (X1, X2, ..., Xn)有联合密度 f(x),U = (u1(X), u2(X), ..., un(X))

是 X 的函数，D 是 Rn 的区域使得 P (U ∈ D) = 1。如果有 D 上的 n 元向

量值函数 xi(u) 使得
(1) 对 u ∈ D，有 {U=u} =

m⋃
i=1

{X=xi(u)};

(2) 每个 xi(u) 是 D 到其值域 Di 的可逆映射，有连续的偏导数，并且
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雅可比行列式的绝对值∣∣∣∣∂xi

∂u

∣∣∣∣ ̸= 0,u ∈ Di, i = 1, 2, ...,m

(3) 集合 D1, D2, ..., Dm 互不相交，则 U 有联合密度

g(u) =


n∑

i=1

f(xi(u))
∣∣∂xi

∂u
∣∣ ,u ∈ D

0, u ∈ D

3.5 条件分布和条件密度

3.5.1 离散型的情况

设 (X,Y ) 是离散型随机向量，有概率分布

pij = P (X = xi, Y = yj) > 0 i, j = 1, 2, ...

则 X,Y 分别有边缘分布

pi = P (X = xi), qj = P (Y = yj), i, j = 1, 2, ...

对每个固定的 j，由条件概率公式得到条件概率

P (X = x1|Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=

pij
qj

, i = 1, 2, ...

定义 5.1 上式称为条件 Y = yj 下，X 的条件概率分布，简称为条件

分布。

定理 5.1 X,Y 独立的充分必要条件是对任何 i, j ≥ 1,

P (X = xi|Y = yj) = pi
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如果随机变量 X1, X2, ..., Xn 相互独立并且有相同的分布函数，则称

X1, X2, ..., Xn 独立同分布。

3.5.2 连续型的情况

定义 5.2 设随机向量 (X,Y ) 有联合密度 f(x, y), Y 有边缘密度 fY (y)。

若在 y（确定的 y）处 fY (y) > 0，则称

P (X ≤ x|Y = y) =

∫ x

−∞ f(s, y) ds

fY (y)
, x ∈ R

为条件 Y = y 下，X 的条件分布函数，简称为条件分布，记作 FX|Y (x|y)。
称

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)
, x ∈ R

为条件 Y = y 下，X 的条件概率密度，简称为条件密度。

对使得 fY (y) > 0 的 y：

(1) FX|Y (x|y) = P (X ≤ x|Y = y) =
∫ x

−∞ fX|Y (s|y) ds, x ∈ R
(2)如果 FX|Y (x|y)关于 x连续，且除去至多可列个点外有连续的导数，

则

fX|Y (x|y) =


∂FX|Y (x|y)

∂x
当偏导数存在

0 其它

是条件 Y = y 下，X 的条件密度。

定理 5.2 X,Y 独立的充分必要条件是对 y ∈ {y|fY (y) > 0},

fX|Y (x|y) = fX(x) x ∈ R

定义 5.3 设 X = (X1, X2, .., Xn) 和 Y = (Y1, Y2, ..., Ym) 是随机向量，

f(x,y) 是随机向量 (X,Y) 的联合概率密度，这时 Y 有边缘密度

fY(y) =
∫
Rn

f(x,y) dx
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若在 y（确定的 y）处 fY(y) > 0，则称

P (X ≤ x|Y=y) =
∫

s≤x f(s,y) ds
fY(y)

,x ∈ Rn

为条件下 Y=y下，X的条件分布函数，简称为条件分布，记作 FX|Y(x|y)。
称

fX|Y(x|y) =
f(x,y)
fY (y)

,x ∈ Rn

为条件 Y=y 下，X 的条件概率密度，简称为条件密度。

4 数学期望和方差

4.1 数学期望

定义 1.1 设 X 有概率分布

pj = P (X = xj), j = 0, 1, ...

只要级数
∞∑
j=0

|xj|pj 收敛，就称

E(X) =
∞∑
j=0

xjpj

为 X 的数学期望或均值。

对于有概率密度 f(x) 的连续型随机变量 X，我们也用 f(x) 和横轴所

夹面积的（横坐标的几何）质心定义 X 的数学期望。设 µ 是所述的质心，

如果 ∫ ∞

−∞
|x|f(x) dx < ∞
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就有 ∫ ∞

−∞
(x− µ)f(x) dx =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx− µ = 0

于是 µ =
∫∞
−∞ xf(x) dx 是所述的质心。

定义 1.2 设 X 是有概率密度 f(x) 的随机变量，称

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx

为 X 的数学期望或均值。

下面计算几个常见分布的数学期望：

(1) 两点分布 B(1, p)

由 P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p，则

E(X) = 1 · p+ 0 · (1− p) = p

(2) 二项分布 B(n, p)

设 q = 1− p，由

pj = P (X = j) =

(
n

j

)
pjqn−j, 0 ≤ j ≤ n

得到：

E(X) =
n∑

j=0

j

(
n

j

)
pjqn−j = np

n∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
pj−1qn−j

= np
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pkqn−1−k = np(p+ q)n−1

= np

说明在 n 次独立重复试验中，p 越大，平均成功的次数越多。

(3) 泊松分布 P(λ)
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由

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, ...

得到

E(X) =
∞∑
k=0

k
λk

k!
e−λ = λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
e−λ = λ

说明参数 λ 是泊松分布 P(λ) 的数学期望。

(4) 几何分布
服从几何分布的随机变量 X 有离散分布

P (X = j) = pqj−1, j = 1, 2, ...

X 的数学期望

E(X) =
∞∑
j=1

jpqj−1 = p

(
∞∑
j=0

qj

)′

= p

(
1

1− q

)′

=
1

p

结论说明单次试验中的成功概率 p 越小，首次成功所需要的平均试验次数

就越多。

(5) 均匀分布 U(a, b)
由 X 的概率密度

f(x) =
1

b− a
I(a,b)

得到

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ b

a

x

b− a
dx =

a+ b

2

(6) 指数分布 E(λ)
由 X 的概率密度

f(x) = λe−λx, x > 0
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得到

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ ∞

0

xλe−λx dx =
1

λ

(7) 正态分布 N(µ, σ2)

由 X 的概率密度

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

得到

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ ∞

−∞
µf(x) dx+

∫ ∞

−∞
(x− µ)f(x) dx

= µ+
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x− µ)e−

(x−µ)2

2σ2 dx

= µ+
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
te−

t2

2σ2 dt

= µ

(8) Γ(α, β) 分布
由 X 的概率密度

f(x) =
βαxα−1

Γ(α)
e−βx, x > 0

得到

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ ∞

0

βα

Γ(α)
xαe−βx dx

=
1

Γ(α)β

∫ ∞

0

tαe−t dt =
Γ(α + 1)

Γ(α)β

=
α

β
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4.2 数学期望的性质

4.2.1 随机向量函数的数学期望

定理 2.1设 X = (X1, X2, ..., Xn)是随机向量，x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.
(1) 如果 X 有联合密度 f(x) = f(x1, x2, ..., xn)，实函数 g(x) 使得∫

Rn

|g(x)|f(x) dx1 dx2... dxn < ∞

则 Y = g(X) 有数学期望

E(Y ) =

∫
Rn

g(x)f(x) dx1 dx2... dxn

(2) 如果 X 是离散型随机向量，有概率分布

pj1,j2,...,jn = P (X = (x1(j1), x2(j2), ..., xn(jn))), j1, j2, ..., jn ≥ 1

实函数 h(x) 使得

∑
j1,j2,...,jn

|h(x1(j1), x2(j2), ..., xn(jn))|pj1,j2,...,jn < ∞

则 Y = h(X) 有数学期望

E(Y ) =
∑

j1,j2,...,jn

h(x1(j1), x2(j2), ..., xn(jn))pj1,j2,...,jn

4.2.2 数学期望的性质

定理 2.2 设 E(|Xj|) < ∞(1 ≤ j ≤ n), c0, c1, ..., cn 是常数，则有以下结

果：
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(1) 线性组合 Y = c0 + c1X1 + c2X2 + ...+ cnXn 的数学期望存在，并且

E(Y ) = c0 + c1E(X1) + c2E(X2) + ...+ cnE(Xn)

(2) 如果 {Xj} 相互独立，则 Z = X1X2...Xn 的数学期望存在，并且

E(X1X2...Xn) = E(X1)E(X2)...E(Xn)

(3) 如果 X1 ≤ X2 a.s.，则 E(X1) ≤ E(X2)

定义 2.1设 X 是随机变量，m是正整数。如果 E|X|m< ∞，就称 EXm

为 X 的 m 阶原点矩，称 E(X − EX)m 为 X 的 m 阶中心矩。当 m > 2

时，我们将原点矩和中心矩统称为高阶矩。

设 µ = EX 存在，易证 E|X|m< ∞的充分必要条件是 E|X−µ|m< ∞。

4.3 随机变量的方差

4.3.1 方差的定义

定义 3.1 如果随机变量 X 的数学期望 µ = EX 有限，则称

E(X − µ)2

为 X 的方差 (variance)，记作 var(X) 或 σXX . 当 var(X) < ∞ 时，称 X

的方差有限。称 σXX =
√

var(X) 为 X 的标准差。

当 X 有离散分布 P (X = xj)(j = 1, 2, ...) 时，利用公式得到

var(X) =
∞∑
j=1

(xj − µ)2P (X = xj)

当 X 有概率密度 f(x) 时，利用公式得到

var(X) =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x) dx
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容易化简得到

var(X) = E(X2 − 2Xµ+ µ2) = EX2 − (EX)2

下面计算几个常见分布的方差：

(1) 两点分布 B(1, p)

由 P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1 − p = q 以及 X2 = X 和 EX = p 得

到

var(X) = EX2 − (EX)2 = p− p2 = pq

(2) 二项分布 B(n, p)

设 q = 1− p，由 EX = np

P (X = j) =

(
n

j

)
pjqn−j, 0 ≤ j ≤ n

得到

E(X2) = E[X(X − 1)] + EX =
n∑

j=0

(
n

j

)
j(j − 1)pjqn−j + np

= p2
d2

dx2

n∑
j=0

(
n

j

)
xjqn−j|x=p+np

= p2
d2

dx2
(x+ q)n|x=p+np

= n(n− 1)p2 + np

最后得到

var(X) = n(n− 1)p2 + np− (np)2 = npq

(3) 泊松分布 P(λ)

由 EX = λ

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, ...
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得到

E(X2) = E[X(X − 1)] + EX =
∞∑
k=0

k(k − 1)
λk

k!
e−λ + λ

= λ2

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
e−λ + λ

= λ2 + λ

得到

var(X) = λ2 + λ− λ2 = λ

(4) 几何分布
服从几何分布的随机变量 X 有离散分布

P (X = j) = pqj−1, j = 1, 2, ...

用 EX = 1/p 得到

E(X2) = E[X(X − 1)] + EX =
∞∑
j=1

j(j − 1)pqj−1 +
1

p

= pq

(
∞∑
j=0

qj

)′′

+
1

p
= pq

(
1

1− q

)′′

+
1

p

=
2pq

(1− q)3
+

1

p

=
2q

p2
+

1

p

得到

var(X) =
2q

p2
+

1

p
− 1

p2
=

q

p2

(5) 均匀分布 U(a, b)
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由 X 的概率密度 f(x) = 1
b−a

I(a,b)，数学期望 EX = a+b
2
，

E(X2) =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

b3 − a3

3(b− a)

得到

var(X) =
b3 − a3

3(b− a)
−
(
a+ b

2

)2

=
(b− a)2

12

(6) 指数分布 E(λ)

E(X2) =

∫ ∞

0

x2λe−λx dx =
1

λ2

∫ ∞

0

t2e−t dt

=
1

λ2
Γ(3)

=
2

λ2

得到

var(X) =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2

(7) 正态分布 N(µ, σ2)

var(X) =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x) dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x− µ)2 exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
dx

=
σ2

√
2π

∫ ∞

−∞
t2 exp

(
−t2

2

)
dt

= σ2

(8) Γ(α, β) 分布
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由

E(X2) =

∫ ∞

0

βα

Γ(α)
xα+1e−βx dx

=
1

Γ(α)β2

∫ ∞

0

tα+1e−t dt

=
Γ(α + 2)

Γ(α)β2

=
α(α + 1)

β2

得到

var(X) =
α(α + 1)

β2
−
(
α

β

)2

=
α

β2

4.3.2 方差的性质

定理 3.1 设 EX = µ, var(X) < ∞, µj = EXj, var(Xj) < ∞(1 ≤ j ≤
n)，则

(1) var(a+ bX) = b2var(X);
(2) var(X) = E(X − µ)2 < E(X − c)2,只要c ̸= µ;
(3) var(X) = 0 的充分必要条件是 X = µ a.s.;

(4) var

(
n∑

j=1

Xj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

[E(XiXj)− µiµj];

(5) 当 X1, X2, ..., Xn 相互独立，var

(
n∑

j=1

Xj

)
=

n∑
j=1

var(Xj)

4.3.3 两个不等式

定理 3.2 (马尔可夫 (Markov) 不等式) 对随机变量 X 和 ϵ > 0，有

P (|X|≥ ϵ) ≤ 1

ϵα
E|X|α, α > 0
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取 α = 2，用 X − EX 代替 X 就得到

P (|X − EX|≥ ϵ) ≤ 1

ϵ2
var(X), ϵ > 0

称 α = 2 时的马尔可夫不等式为切比雪夫 (Chebyshev) 不等式。
定理 3.3 (内积不等式) 设 EX2 < ∞, EY 2 < ∞，则有

|E(XY )|≤
√
EX2EY 2

式中等号成立的充分必要条件是有不全为零的常数 a, b，使得 aX +

bY = 0 a.s..

4.4 协方差和相关系数

4.4.1 协方差和相关系数

定义 4.1 设 µX = EX, µY = EY 存在，

(1) 当 E|(X − µX)(Y − µY )|< ∞ 时，称

E[(X − µX)(Y − µY )]

为随机变量 X,Y 的协方差，记作 cov(X,Y ) 或 σXY . 当 cov(X,Y ) = 0 时，

称 X,Y 不相关。

(2) 当 0 < σXY < ∞ 时，称

ρXY =
σXY

σXσY

为 X,Y 的相关系数。有时也用 ρ(X,Y ) 表示相关系数 ρXY .
在以上定义中，引入 X,Y 的标准化：

X − µX

σX

,
Y − µY

σY
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则有

ρXY = E

[(
X − µX

σX

)(
Y − µY

σY

)]
下面是计算协方差的常用公式：

σXY = E(XY )− (EX)(EY )

定理 4.1 设 ρXY 是 X,Y 的相关系数，则有

(1) |ρXY |≤ 1;
(2) |ρXY |= 1 的充分必要条件是有常数 a, b 使得 P (Y = a+ bX) = 1;
(3) 如果 X,Y 独立，则 X,Y 不相关。

当 |ρXY |= 1 成立时，X,Y 有线性关系，也称 X,Y 线性相关。

4.4.2 协方差矩阵

设 X = (X1, X2, ..., Xn)是随机变量，如果对每个 i, µi = EXi 存在，就

称 X 的数学期望存在，并且定义

EX = (EX1, EX2, ..., EXn)

引入 µ = EX 时，还有

µ = (µ1, µ2, ..., µn)

如果每个随机变量 Xij 的数学期望 EXij 存在 (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)，

就称以 Xij 为第 (i, j) 元素的矩阵

Y =


X11 X12 ... X1n

X21 X22 ... X2n

... ... ...

Xm1 Xm2 ... Xmn


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的数学期望存在，并且定义

EY =


EX11 EX12 ... EX1n

EX21 EX22 ... EX2n

... ... ...

EXm1 EXm2 ... EXmn


设 X,Y 如上定义，且数学期望都存在。容易证明，对任何常数向量

a = (a1, a2, ..., an), k ×m 常数矩阵 A 和 n× j 常数矩阵 B，有以下的结果：

E(aXT ) = aEXT

(EY )T = E(Y )T

E(AY ) = AEY

E(Y B) = E(Y )B

E(AY B) = AE(Y )B

定义 4.2 如果随机向量 X = (X1, X2, ..., Xn) 的数学期望 µ = EX 存

在，每个 Xi 的方差 var(Xi) < ∞，则称

Σ = E[(X − µ)T (X − µ)] = (σij)n×n

为 X 的协方差矩阵，其中

σij = cov(Xi, Xj)

是 Xi, Xj 的协方差。

协方差矩阵 Σ是对称矩阵。如果行列式 det(Σ) = 0，就称 Σ是退化的。

定理 4.2 设 Σ 是 X = (X1, X2, ..., Xn) 的协方差矩阵，则

(1) Σ 是非负定矩阵;
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(2) Σ 退化的充分必要条件是有不全为零的常数 a1, a2, ..., an 使得

n∑
i=1

ai(Xi − µi) = 0 a.s.

其中 µi = EXi

5 大数定律及中心极限定理

5.1 大数定律

定义设 {Xi, i ≥ 1} 为一随机变量序列，若存在常数系列 {cn, n ≥ 1}，
使得对任意的 ϵ > 0，有

lim
n→+∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi − c)n

∣∣∣∣∣ ≥ ϵ

}
= 0

或

lim
n→+∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi − cn

∣∣∣∣∣ < ϵ

}
= 1

成立，即当 n → +∞时，有 1
n

n∑
i=1

Xi−cn → 0，则称随机变量序列 {Xi, i ≥ 1}

服从弱大数定律 (weak law of large numbers)，简称服从大数定律。
特别地，当 cn = c(n = 1, 2, ...) 时，可写为

1

n

n∑
i=1

Xi → c, n → +∞

定理 (伯努利大数定律) 设 nA 为 n 重伯努利试验中事件 A 发生的次

数，p(0 < p < 1) 为事件 A 在每次试验中发生的概率，即 P (A) = p，则对

任意的 ϵ > 0，有

lim
n→+∞

P
{∣∣∣nA

n
− p
∣∣∣ ≥ ϵ

}
= 0
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定理 (Khinchin 大数定律) 设 {Xi, i ≥ 1} 为独立同分布的随机变量序
列，且数学期望存在，记为 µ，则对任意的 ϵ > 0，有

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ ≥ ϵ

}
= 0

即 1
n

n∑
i=1

Xi → µ(n → +∞)，并认为此时随机变量序列 {Xi, i ≥ 1} 服从大数

定律。

5.2 中心极限定理

Lindeberg-Levy 中心极限定理设 {Xi, i ≥ 1} 为独立同分布的随机变
量序列，且数学期望 E(Xi) = µ 和方差 var(Xi) = σ2 均存在 (σ > 0)，则对
任意的 x ∈ R，有

lim
n→+∞

P


n∑

i=1

Xi − E

(
n∑

i=1

Xi

)
√

var
(

n∑
i=1

Xi

) ≤ x

 = lim
n→+∞

P


n∑

i=1

Xi − nµ

σ
√
n

≤ x


=

1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt = Φ(x)

De Moivre-Laplace 中心极限定理设 nA 为在 n 重伯努利试验中事

件 A发生的次数，p 为事件 A在每次试验中发生的概率，即 P (A) = p(0 <

p < 1)，则对任意的 x ∈ R，有

lim
n→+∞

P

{
nA − np√
np(1− p)

≤ x

}
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt = Φ(x)
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